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Περίληψη 

Στην εργασία αυτή. παρουσιάζονται διδακτικἀ μοντέλα για την 
ὁιδασκαλία βασικών θεωρηµάτων του Απειροστικούὐ Λογισμού. Το 
αναφορικό νόηµα βασικών θεωρηµάτων, όπως τα Θεωρήματα Βο]ζαπο, 
Κο]α, Μέσης Τιμής διαφορικού λογισμού, Σταθερού σημείου, µπορεί να 
αναδειχθεί ιδιαίτερα όταν τα θεωρήματα συνδέονται μεταξύ τους, µέσω 
είτε γεωμετρικών µοντέλων, εἴτε ἆλλων προσιών καθημερινών 
καταστάσεων. Με αυτό τον τρόπο, γίνονται καλύτερα κατανοητά από τους 
µαθητές, οι οποίοι διευρύνουν το πλαίσιο αναφοράς τους. 

Εισαγωγή 

Η αναζήτηση και ανάπτυξη απλών, προσιτὠν, φυσικών ἠ 
μαθηματικών μοντέλων για την κατανόηση µιας έννοιας είναι µια αρχαία 
και διαρκής ερευνητική διαδικασία ανήσυχων δασκάλων, προκειµένου να 
αναπτύξουν πολλαπλές αναπαραστάσεις µιας έννοιας, ώστε να συμβάλουν 
στην βαθύτερη κατανόησή της απὀ µέρους των μαθητών. Επίσης η χρήση 
πρότερων εννοιών στο κτίσιμο µιας ἀλλης, είναι πασίγνωστη διδακτική 
πρακτική. Ο σασπο (1970) [δ| ανέπτυξε µια νέα --τότε - θεωρία μάθησης, η 
οποία βασίζεται στην ιδέα ότι οι απλούστερες μαθηματικές ὁραστηριότητες 
αποτελούν τα δομικά υλικά για τις πιο πολύπλοκες, οι οποίες -με τη σειρά 
τους- μπορούν να αναλυθούν στα πιο απλά τους συστατικά. Σε αυτά τα 
πλαίσια. το «πετυχημένο παράδειγµα) ἦ μοντέλο που λαμβάνει υπ΄ όψιν 
του τις υπάρχουσες εµπειρίες των μαθητών και τις αξιοποιεί για το κτίσιμο 
της νέας έννοιας είναι εκ των ων ουκ άνευ του δάσκαλου των 
Μαθηματικών. Ειδικά για τους μαθησιακούς στόχους στο νέο Αναλυτικό 
πρόγραµµα σπουδών Α΄ Λυκείου (2011) καταγράφεται ότι: 


«...χρειάζεται να αφιερωθεί περισσότερος χρόνος στην κατανόηση 
και εµμπέδωση των εννοιών µέσα απὀ την ανάπτυξη πολλαπλών 
αναπαραστάσεων τους, καθώς και τη χρήση τους στην επίλυση 
προβλημάτων...» και ένας απὀ τους στόχους της διδασκαλίας είναι ««...η 
ανάπτυξη τῆς ικανότητας μετάφρασης απὀ τη φυσική στη μαθηματική 
γλώσσα και αντίστροφα...»[11 

Στον Απειροστικό Λογισμό, σπουδαία και βασικά του θεωρήματα, 
ὁιδακτικά πλέον προσεγγίζονται και µέσω τής γεωμετρικής τους σημασίας 
(οπτική αναπαράσταση) Μάλιστα, η ικανότητα μετάφρασης από το ένα 
σύστημα αναπαράστασης µιας έννοιας στο άλλο, διαδραματίζει σηµαντικό ρόλο 
όχι µόνο για τη µάθηση μαθηματικών εννοιών, αλλά και για την επίλυση 
μαθηματικού προβλήματος. [7] «Μάλιστα, αυτή η προσέγγιση µπορεί να 
εμπλουτιστεί και µε εμπειρικά φυσικά μοντέλα που παρουσιάζοµε 
παρακάτω. 

Οι συναρτήσεις κίνησης τῶν σωμάτων 
Οι συναρτήσεις κίνησης οιουδήποτε σώματος µάζα. ακόµα και «υλικού 
σημείου» (που θεωρείται ότι έχει μάζα, αλλά όχι διαστάσεις) υ(0. »(0. α(θ 
είναι προφανώς συνεχείς συναρτήσεις αφού ορίζονται πάντα σε κάποιο 
ὁιάστηµα [{ι.12ἱ και ὃεν είναι δυνατόν σε μηδενικό χρόνο ένα σώμα να 
βρεθεί αλλού (λόγω αδράνειας) όπως και σε μηδενικό χρόνο να μεταβάλλει 
ταχύτητα ή επιτάχυνση. Τια τους ίδιους λόγους ὃεν είναι δυνατόν µια 
συνάρτηση 5(6) να έχει γωνιώδη σηµεία, αφού στο γωνιώδες σηµείο θα 
έχουµε δύο διαφορετικές εφαπτόµενες (Ξδύο διαφορετικές ταχύτητες) σε 
μηδενικό χρόνο, ὀηλαδή πεπερασμένη (διανυσματικά) διαφορά ταχύτητας 
σε µηδενικὀ χρόνο. πράγµα που συνεπάγεται άπειρη επιτάχυνση, δηλ. 
τελικά μηδενική µάζα, όπερ άτοπο. Συνεπώς, όλες οι κινήσεις σωμάτων ή 
σωματιδίων στην Φύση. περιγράφονται µε παραγωγίσιµες (και άρα 
συνεχείς) συναρτήσεις. 
Μοντέλα του 8. Ρο017α4π0 

Α) «Για να πάω απὀ το ένα ημιεπίπεδο που ορίζει µια ευθεία στο άλλο µε 
µια μονοκονουλιά πρέπει υποχρεωτικά να τμήσω την ευθεία που τα ορίζει 
σε ένα τουλάχιστον σηµείο.» (Οπτική επικύρωση µε ένα απλό σχήμα) 


Β) Ηίμαι στην µία όχθη ποταμού. 
Δεν μπορώ να πετάξω, δεν μπορώ 
να κάνω σήραγγα. Κινούμαι σε 
επίπεδο. Τια να περάσω στην άλλη 
όχθη, 
ὁιασχίσω το ποτάμι» Αυτό βεβαίως 


πρέπει υποχρεωτικά να 
είναι ένα φυσικό-ατελές μοντέλο, 
που ενέχει κινούνους, οι οποίοι 
οµῶς, 
ὁιδακτικάἀ. Λόγου χάριν ο μαθητής 


μπορούν να αξιοποιηθούν 


µπορεί να πει «θα παρακάμψω τις 
πηγέο ή «θα πηγαίνω όλο πίσω 


κάθετα στην διεύθυνση του 
ποταμού. θα κάνω τον κύκλο τῆς 
Γης και θα...φθάσω στην άλλη 


όχθη» Ο καθηγητής δύναται να 


αναφερθεί σε ποτάµι µε ιδιότητες 
ευθείας͵ σε επιφάνεια σφαίρας όπως 
είναι η 1η. αν υπάρχει. Μπορεί να 
σχολιασμός του μέγιστου 
σφαίρας, 
αντικείµενο µιας διάστασης χωρίς 


γίνει 
κύκλου όπου είναι 
αρχή και τέλος, ἆρα προσομοιάζει 
µε την ευθεία στην επίπεδη εκδοχή 
της, 
την ισχύ της απλής ιδέας του ϐ. 
Βο]ζαπο και στην Σφαιρική (Διπλή 
Ελλειπτική) Γεωμετρία. 


Γ) Αναγνώριση ότι η ευθεία µε 


που ουσιαστικά αναδεικνύει 


εξίσωση ΥΞ0 τέµνεται απὀ την 
γραφική παράσταση της χα) 

Μερική γενίκευση µε θεώρηση τής 
γξςο, όπου 


ευθείας η γνωστή 
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Σχήµα 1: Η Αναλυτική- Γεωμετρική ὑδεώρηση 
του Θ.Βο!Ζαπο, θλέπει το γ.τ. των σημείων µε 
Ὀετικές τεταγμµένες κα ιτον γ.τ. των σημείων µε 
αρνητικές, ὀπου η συνεχής µετάθαση απὀ το 
ένα ημιεπίπεδο στο ἆλλο, ὕα µας δώσει µία 
τουλάχιστον τεταγµένη ίση μεθ. 


ου] 
ΝΔ ο. ο--'Ἱ'Ἱ))Ὀ 


ντέ 


Σχήµα 2: Μία γενίκευση του 6. Βο!ζαπο, Ὀεωρεί 
αντί την ευδεία γΞ0, την ευδεία γζς, ὀπου η 
γνωστή συνδήκη /(αὐβ)ςῦ γίνεται ({(α)-ο)/{ῥ)- 
ς)« 0, δεν εἴναι γόνιμή απὀ μαθηματική άποψη, 
καθώς τα προβλήματα ὑπαρζης λύσεως σε 
εὔϊσωση, αντιμετωπίζονται! µε το κανονικό 


συνθήκη Ἰα)β)«θ μετατρέπεται σε ({Γα)-ο/(ί{βρ)-ο)«0. Η γεωμετρική 
θεώρηση ότι πάνω από την Υξς, έχω θετικές τιµές για την παράσταση /α)- 
ο και αρνητικές για την β)-ο. (ῥλέπε σχήµα 2) Τελικά η διαπίστωση. ότι η 
γενίκευση αυτή. δεν είναι γόνιμη ὡς προς την αντιμετώπιση προβλημάτων, 
αφού αν θέλουμε να λύσουμε µια εξίσωση της µορφής Ίχὺτς, ὃεν 
προσφεύγουµε σε µια γενίκευση του Θ. Ῥο]ζαπο, αλλά θεωρούμε την 
συνάρτηση ϱ(χ)Ξί(Χ)-ε και εφαρμόζουμε την γνωστή µορφή του 
θεωρήματος. Περεταίρω γενίκευση µπορεί να δώσει το ϐΘ. Σταθερού 
Σηµείου. 
ὢ. Σταθερού Σηµείου (0. Βγονγεγ) 

« Αν { : [αβ|-[αβ] 
συνεχής, τότε υπάρχει ᾖα) 
χοξ|α.β]: χο) χο» Αυτή η 

απλή µορφή του Θεωρήματος 
παρουσιάζεται στο Λύκειο ὡς 
άσκηση, η οποία λύνεται αν 
θεωρήσουμε την συνάρτηση 
ϱ(Χ)Ξ/{Χχ)-χ και εφαρµόσω το 

9. Βο]Ζζαπο. (Βλέπε σχήμα 3) 

Εκ πρώτης όψεως φαίνεται κι 

αυτή µια «μη γόνιμη» 
επέκταση του Θ. ῬΒο]ζαπο, σα 





αλλά η σημασία του είναι Σχήµα 3: Εδώ, πάνω απὀ την διαγώνιο του τετραγώνου 
έχουµε τεταγμένη-τετμημµένη, Ὀετική τιµή, μηδέν στην 


εγίστη. καθώς εκτός απὀ το 
αν αλα. 5 5 διαγώνιο και αρνητική κάτω. 


ότι µπορεί να αποδειχθεί 

αυτοτελώς, έχει την δική του σημµειολογία στην ανεύρεση σταθερών 
σημείων στις Γεωμετρικές και ιδίως τις Τοπολογικές απεικονίσεις, στην 
ανάπτυξη προσεγγιστικών επαναληπτικὠν μεθόδων, όπου ιδίως στην 
μέθοδο Νεύτωνα, αναζητούμε μοναδική λύση σε συστολή συνάρτησης |5] 
Επίσης, στην θεωρία Παιγνίων του Να5Η, στις διαφορικές εξισώσεις, αλλά 
και στην Οικονομία (Θεώρημα Αδυνάτου του ΑΙΙΟΝ |Ι4]) Αν μάλιστα 
γενικευθεί σε πλήρεις Μετρικούς Χώρους, δίνει το περίφημο Θ. Σταθερού 
Σηµείου του ΒαπαςΠ. 
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Σχήµα 4: Ο Μοναχός ξεκινά από το σηµείο 0 Και κάνοντας την διαδρομή µε διαφορετικές ταχύτητες, 
στάσεις, ακόµα και οπισὑοπορεία, µετά απὀ χρόνο Τ, φῦάνει στον προορισµότου, σε απόσταση ». Η 
κίνησή του, περιγράφεται µετην συνάρτηση [). Ένα φανταστικό οµοίωματου εαυτούτου, που 
έενικά την ίδια ώρα από τον προορισμό προς την αφετηρία (στο σχήμα ξεκινά για λίγο µε 
οπισὺὑοπορεία) Τελικά είναι διαισθητικά θέθαιο, υπὀ εὐλογες προὐποῦεσεις, νατο συναντήσει σε 
ένα τουλάχιστον σηµείο της διαδρομής. 

Η εποπτική παράθεση και κατανόηση τῶὼν σχημάτων 1.2και 2. επάγει την 


γενίκευση που φαίνεται στο σχήμα 4 . Μάλιστα γι αυτή την γενίκευση. 
υπάρχει µια ενδιαφέρουσα ιστορία -πρόβλημα µε έναν βουδιστή μοναχό. 
Σύμφωνα µε αυτήν, ο μοναχός ξεκινά απὀ την θέση Α και κατευθύνεται 
προς ένα ναό στη κορυφή ενός βουνού. Δεν κρατάει σταθερό βηµατισµό και κάνει 
διάφορες στάσεις, ανάλογα µε την επιθυμία του να διαλογιστεί. Κάποια στιγµή 
σταματάει να πιει νερό σε µια πηγή και παρατηρεί ότι η σκιά ενός δέντρου πέφτει 
ακριβώς στο ρυάκι του νερού. 
Τη νύχτα φτάνει στο ναό διανύοντας διάστηµα 5 (σηµείο Β) και το ξημέρωμα 
ξεκινάει το ταξίδι του γυρισμού. Περνώντας µπροστά από την πηγή. διαπιστώνει 
ότι το δέντρο ρίχνει τή σκιά του ακριβώς στο ρυάκι του νερού και συμπεραίνει ότι 
συνέρη µια εκπληκτική σύμπτωση: Τόσο όταν πήγαινε όσο και όταν γυρνούσε, 
πέρασε από την πηγή ακριβώς την ἴδια ώρα.» [2.3] Μάλιστα για να το αποδείξει 
νοητικά, έκανε την εξής υπερβατική σκέψη: Αν ένα αντίγραφο του εαυτού µου, 
ξεκινούσε την ίδια ώρα απὀ Μοναστήρι και ακολουθούσε την αντίστροφη πορεία, 
κάποια στιγµή θα µε συναντούσε. Εκείνη την στιγµή θα ήταν η ἴδια ώρα και το 
µέρος θα ήταν το ζητούμενο. Η καθαρά µαθηµατική προσέγγιση. λέει ότι έχουµε 
δύο τυχαίες συναρτήσεις Κίνησης: 


Την {(Ώ. ορισμένη στο [0.Τ] µε {0250 και {(Τ)ΞΡ και την σ(Ώ.,ορισμένη στο [0.Τ΄]. 
µε σ(0)Ξ5250, σ(ΤΓ3:-0. Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση Π(Όξς(ΏΌ-{(0 στο [0,ΤΓ] 
θεωρώντας ότι Τ΄’5Τ, θα είναι συνεχής ὡς διαφορά συνεχών και εξετάζοντας την 
δυνατότητα εφαρµογής του Θ. Βο]ζαπο, έχουµε Π(0)Ξςσ(0)-{0)Ξ»5. Π(Τ)Ξξσ(Τ)- 
{(Τ)Ξσ(Τ)-», οπότε αν (όπως φαίνεται στο σχήµα 4) σ(Τ)-5-«θ., τότε πληρούται η 
συνθήκη του 9.Βο1Ζα8πο Π(Ο)Η(Τ)«0, όρα υπάρχει {ρ: Π(ί{0Ξ0, δηλ. σ(ίρ)-{{ί2Ξ0 ή 
σ({ϱ)Ξ{{ίρ),. ισότητα που δηλώνει την ύπαρξη µίας τουλάχιστον στιγμής (ίρ) όπου 
συναντάται στο ἶδιο µέρος της διαδρομής του ὀρόμου. Αν Τ΄ «Τ, ή ΤΞΤ΄ 
προφανώς ισχύει το ίδιο συμπέρασμα. 
Θεώρημα Κο]ο 

Α) «Θέλω να πάω από ένα σηµείο Α σε ένα ισοὺὐψές σηµείο Β. Αν πάω απότο Α 
στο Β οριζόντια, έχει καλώς. Αν ξεκινήσω µε ανοδική πορεία, σε κάποια φάση της 
διαδρομής θα χρειαστεί να κάνω καθοδική. Πριν κάνω την καθοδική, έστω και για 
µια στιγµή. θα κινηθώ οριζόντια. Αν ξεκινήσω καθοδικά, θα χρειαστεί µετά να 
πάω ανοδικά. Πριν πάω ανοδικά, έστω και για µια στιγµή. θα κινηθώ οριζόντια. 
Σε κάθε περίπτωση λοιπόν, όπως και να πάω απὀ το Α στο ισοὺψές Β. θα κινηθώ 
έστω και για µια στιγµή. οριζόντια. Σε τροχιές που έχουν γωνιώδη σηµεία δεν 
συμβαίνει πάντοτε αυτό. (Σχεδιαστικό παράδειγµα στον πίνακα) 
Β) «Πετάω µια πέτρα κατακόρυφα. Ανεβαίνοντας κάνει επιβραδυνόµενη κίνηση 
µε σταθερή επιβράδυνση σ και κατεβαίνοντας επιταχυνόμενη κίνηση µε σταθερή 
επιτάχυνση σ. Πριν κατέβει η πέτρα για µια στιγµή ἵ{ρ θα σταματήσει. Τότε θα 
έχει ταχύτητα ϐ . Π Ταχύτητα όµως είναι η πρώτη παράγωγος της εξίσωσης 
Κίνησης. Δηλ. ο (90 . Την στιγµή {ἴω. έχω ακρότατο της συνάρτησης και 
συγκεκριµένα μέγιστο. Μάλιστα, λόγω και αυτού του προβλήματος κατακόρυφης 
βολής, που εξέταζε ιστορικά στα πρώτα του βήματα ο Απειροστικός Λογισμός, το 
σηµείο ονομάστηκε «στάσιμο» µια ορολογία που χρησιµοποιείται ακόµα για τα 
ακρότατα συνάρτησης.» 
Γ) (1 ενίκευση στο προηγούμενο) Κινητό εκκινεί απὀ σηµείο Α και Κάνοντας 
οποιαδήποτε διαδρομή στον χώρο, µε οποιαδήποτε συνάρτηση ταχύτητας, 
ξαναγυρνά στο ίδιο σηµείο Α. Αν ϱο() είναι το μήκος του της απομάκρυνσης από 
το Α (μήκος διανύσματος θέσης) είναι βέβαιο, ότι υπάρχει µία τουλάχιστον 
στιγµή. όπου σταματά να απομακρύνεται όπου θα φθάσει στο μέγιστο σηµείο 
απομάκρυνσης από το Α. πριν επιστρέψει σε αυτό. Εκεί έχει ταχύτητα 0, δηλ. 
ο (0-0. 

Πρώτο Θεώρημα Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού. 
Α) Ξεκινάω από ένα σηµείο Α και θέλω να πάω σε ένα σηµείο Β. Αν πάω απὀ το 


Α κατ΄ ευθείαν και συνεχώς στην κατεύθυνση ΑΒ (κλίση του ΑΒ ). θα φθάσω στο 


Β. Αν πριν φθάσω στο Β κατευθυνθώ σε μεγαλύτερη κλίση απὀ την ΑΒ. ὃεν θα 
φθάσω ποτέ στο Β αν δεν κινηθώ και σε κλίση μικρότερη από ΑΒ . Πριν κινηθώ 
σε κατεύθυνση μικρότερη. έστω και για µια στιγµή θα κινηθώ σε κλίση ίση µε 
ΑΡ. Το ίδιο αν κινηθώ σε μικρότερη, όπου θα αναγκαστώ να κινηθώ κάποια 
στιγµή σε μεγαλύτερη και πριν κινηθώ σε μεγαλύτερη θα κινηθώ έστω και για µια 
στιγµή σε ίση. Ο καθηγητής µπορεί να φτιάχνει και σχετικό σχήμα µε βασικό 
πειστικό επιχείρημα, ότι η κίνηση συνεχώς σε μεγαλύτερη ή μικρότερη κλίση δεν 
οδηγεί ποτέ στο Β. 
Β) Ένα αυτοκίνητο, διανύει την απόσταση ΑΒ-Ξ200Κπι, µε σταθερή ταχύτητα 
100ΚπΙΏ και φυσικά χρειάζεται 3Η για να την διανύσει. Αν κάποια στιγµή 
κινηθεί µε ταχύτητα µεγαλύτερη από 100ΚπΠιΙΠ έχοντας την απαίτηση να φθάσει 
πάλι σε 32Η. θα χρειαστεί να πάει κάποιο διάστηµα µε μικρότερη ταχύτητα από 
100ΚΠΙ/Π. Πριν κινηθεί µε μικρότερη ταχύτητα, έστω και για µια στιγµή το 
ταχύμετρο θα περάσει και απὀ την ένδειξη 100Ι«πι/Π. Ομοίως και αν κινηθεί και 
µε ταχύτητα μικρότερη από 100ΚπιΗ, όπου θα χρειαστεί να πάει µε μεγαλύτερη 
αν θέλει να φθάσει στις 2Η και έστω και για µια στιγµή θα πάει µε 100ΚΠΙΠ. 

Πρώτο Θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού Λογισμού 
Κινητό κινείται σε µια διαδρομή µε µεταβαλλόμενη ταχύτητα που δίνεται 
απὀ την συνάρτηση υ(0, διανύοντας συνολικά διάστηµα » σε χρόνο Τ. Αν 
κινηθεί µε (σταθερή) ταχύτητα ϱ/Τ για τον ἰδιο χρόνο Ἐ, θα διανύσει 
ὁιάστηµα (5/Τ)ΤΞ». Δηλαδή θα διανύσει το {ίδιο διάστηµα στον ίδιο χρόνο. 
Φυσικά ὀίνεται και η γνωστή γεωμετρική ερμηνεία µε τα εµμβαδά στο 
ὁιάγραµµα υ(Ώ. Επίσης, µπορεί και πρέπει να προηγηθεί η πιο απλή 
περίπτωση τῆς κίνησης µε σταθερή επιτάχυνση, όπου απὀ το γνωστό 
ὁδιάγραµµα αξοί, µεταβαίνουμε µε ολοκλήρωση στην συνάρτηση υ(0Ξαί και 
µε µια επί πλέον ολοκλήρωση στην 5(0--αι” 

Συμπεράσματα 

Η διασύνδεση των ήδη κατεχόµενων εννοιών της κίνησης µε τις έννοιες 
της Ανάλυσης µέσα απὀ την μαθηματική θεώρηση των µοντέλῶών, προάγει 
την αποτελεσματικότερη κατανόησή των εννοιών, στα γνωστά πλαίσια 
παροχής πολλαπλής αναπαράστασης των εννοιών κατά την διδασκαλία 
τους. Ἆρα πρέπει να παρουσιάζονται και τέτοια μοντέλα κατά την 
αντίστοιχη ὀδιδασκαλίἸα των παραπάνω βασικών θεωρηµάτων του 
Απειροστικού, στο Λύκειο. Τα γεωμετρικά μοντέλα των θεωρηµάτων 


αποτελούν αφετηρίες για γενικεύσεις, πράγµα εξαιρετικά ὁύσκολο απὀ την 
συμβολική του διατύπωση. Τια παράδειγµα στο 8. Κο]ε έχουµε ισοὐψή 
σηµεία, τι γίνεται αν είναι ανισούὐψή; (8. Μέσης Τιμής) Στο Θ.Βο1Ζαπο, η 
ευθεία την οποία τέμνει η ΙΧ), έχει εξίσωση ΥΞ0. Τι γίνεται αν όχω 
εξίσωση ο, γξχ (Θ.Βτοννεί) γζ-αΣ. γενικώς ΥΞξ{(Χ);: Το γνωστό θέµα της 
µη επάρκειας του χρόνου για την αποτελεσματική ολοκλήρωση της 
ὁιδακτέας ύλης, πρέπει να σταθµιστεί µε το κριτήριο τῆς αποτελεσμµατικής- 
χρηστικής κατανόησης των εννοιών, καθώς και µε την έµφαση που δίνουν 
πλέον τα νέα ΑΙΠΙΣ σε αυτό. 

Ὁ Απειροστικός Δογισµός ὀημιουργήθηκε απὀ την ανάγκη 
αποτελεσματικής µελέτης προβλημάτων ρυθμού μεταβολής που ὃεν 
μπορούσε να αντιμετωπίσει η κλασική Άλγεβρα ή η Γεωμετρία. Τα πρώτα 
προβλήµατα ήταν τα προβλήµατα κίνησης της Φυσικής. Αν μάλιστα 
λάβουμε υπ΄ ὀψιν µας και δεχθούμε ότι ο γνωστός βιογενετικός νόμος 
μάθησης («η οντογένεση είναι µια γρήγορη επανάληψη της φυλογένεσης -- 
εξέλιξης») [6] σχετίζεται (όπως κάποιοι εικάζουν) µε την ιστορική εξέλιξη 
των επιστημών, άρα και µε την βέλτιστη σειρά απὀ πλευράς φυσικής 
µαθησιακής ετοιμότητας, σύμφωνα µε την οποία θα πρέπει να 
παρουσιάζονται οι έννοιες, τότε η παρουσίαση και έμφαση στην διδασκαλία 
του Απειροστικού των μοντέλων κίνησης, είναι πιθανότατα προς την σωστή 
κατεύθυνση της αποτελεσματική διδασκαλίας. 


Βιβλιογραφικές και Διαδικτυακές Αναφορές 


ΠΠ] Πρόγραμμα Μαθηματικών Α΄ Τάξης Λυκείου (ΦΕΚ 1165/2011 - 
Αριθµ. 59614/1 2) Διαθέσιμο σε Πάρ://εάι.ΚΗπιαΚα.στ/ποιποίΠεςΙα/{εΚ/121/- 
{εκ-Ι 165-201 1-ρτορταπιπιᾶ-δροιάςες-α]σερτα-σενυππείτια-α-]γκαίοι. Πίπι] 
(τελευταία πρόσβαση 31/8/2011) 


[21 Ππίιρ:/πεαΙαδίαςΙ.Ὀ]οσςφροί.οεοπι/2009/10/01ος-ροςί.Πίπα] (τελευταία 
πρόσβαση 31/5/2011) 


[2] Πίίρ:/ἀοτισο.ννοτάρταςς.εοπι/2006/02/15/5ο]µ{οη-ίο-ίπε-ασιαμίίοιις- 
πποπκ-ρτ{οῦ]επη/ (τελευταία πρόσβραση 31/5/2011) 


4 - Ππαάρ:/αςετς.ΙΟΙ.σΓ/ΚαΠΙΠΙΔΞ/ΕΟΟΠΟΠΙΙΟ ΡΟΠΟΥ 2.ράΐ (τελευταία 
πρόσβαση 31/65/2011) 


[5] Κυριακόπουλος 1 εώργιος Διπλωματική Εργασία «Το Θεώρημα του 
Σταθεροὐ Σηµείου και Διδακτικές Εφαρμογέο Διαθέσιμο σε: 
Πίίρ://νννν.πιαίΠμ.αοα.στ/πιο/άΙρ]/ά1ρ] ΚΥτιακοροι]ος.ρά{ (τελευταία 
πρόσβαση 10/9/2011) 


[6] Αλαχιώτης Σ.Ν. Μια νέα θεωρία µάθησης-Βιοπαιδαγωγισµός 
Διαθέσιμο σε: Πίίρ://ννννν.αΠανΊία.στ/απίτα/ατί]12 12 05 1459 Ρπρ 
(τελευταία πρόσβαση 31/5/2011) 


[7] Ἰαπνίεγ. (”. (1051). Γταης]αίίοη Ῥτουθδςος 11 ΜαίΠεπιαίϊος Εάισαίίοῃ. Τη 
Ο. ἑαηνιε (Ἠ.). Βγοβίοθίηις οἱ ΚοργεκεΠίαΠοῃ ΙΠπ {Πε ΤεασΠίΠρ απᾶ Ιεαγηϊπο 
οἱ Μαίμεπιαίίος (ΡΡ. 21/-22). Π]]δάα]α, Ν.: Ε Ανντεπος Ετ]σαιτή. 


[5] (σασπόέ, κ. Μ. (19/0). Τε οοπαϊΠίοήι οἱ ἰεαγηίπς. 2Π4 εἀΙάοπ. Ναενν 
Ὑοτκ: Πο], ΚΙπεΠατί απἆ Ἀληδίοῃ. 
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Εικόνες τάξης και χάους σε διερεύνηση ιδιοτήτων ποὀδικού 
τριγώνου, µέσω δυναμικού 1 εωμετρικού εργαλείου. 


Θεματική Ενότητα 31 Πρακτικές και καινοτομίες στην εκπαίδευση και στην 
έρευνα 


Γιάννης Π. Πλατάρος Μαθηματικός, Καπετάν Κρόμπα 37, 24200 ΜΕΣΣΗΝΗ, 
Ρ]αίατος(Φρπ]α1].οΟΠ1 


Αηρίγαςί:; Τπο Ιηνοςραίίοηπ οἱ 5Ιπιρίο πιαίπεπιαίισα] ςἰαίοεπιεηίς 1η α {ταάΙίίοπα] 
Ν/ΔΥ., ΙΏΠ ΠΙΑΏΥ ομαδας, 1 15 ρταςΠςαΙ]γ Ἱππροςςδ1ρ]ο. Τῆοτο ἆτο ΠΟΥ” αοοθδΣίο]ε 
οἀισαίίοπα]| πιαίῃ 5ο/ἵνγατε {οο]ς {ο ταρίιάἰγ οχρίοτο πιαίποπιαίίσα] 5ἰαίεπιοηίς {αί 
σα ποί Όο ροτίοτπιος 1Π {Ίο {ταάιΙοπα] νναν οἱ νοτκίηβ. Αί {11ο 5απιο πο, 5Ώ1ῇῇ5 
Πιο {οοι15 οἩ {πο άῑδοονοτΥ οἱ πιαίΠεπιθίσα] Κπον]εάρο 1η 4 Ρ]αγ{Η] ννα8Υ. 


Περίληψη: Η έρευνα των απλών μαθηματικών καταστάσεων µε παραδοσιακό 
τρόπο. σε πολλές περιπτώσεις, είναι πρακτικά αδύνατη. Ὑπάρχουν πλέον 
προσιτά εκπαιδευτικά εργαλεία λογισμικού μαθηματικών για την ταχεία 
ὁδιερεύνηση μαθηματικών καταστάσεων, που ὃὂεν μπορούν να 
πραγματοποιηθούν µε τον παραδοσιακό τρόπο εργασίας. Την ἴδια στιγµή, 
μετατοπίζεται το ενδιαφέρον στην ανακάλυψη της μαθηματικής γνώσης, µε 
παιγνιώδη τρόπο. 


Εισαγωγή: Το ποδικὀ τρίγωνο, 
ορίζεται ὡς εξής Έχω ένα 
ὀεδομένο τρίγωνο και ένα σηµείο 






του επιπέδου του. το Ο. Από το Ο. 
φέρω τις καθέτους στους φορείς ο, 
των πλευρών του τριγώνου και 
θεωρώ τους τρεις πόδες των 
καθέτων οι οποίοι ορίζουν ένα 
τρίγωνο ΑΏ Τ΄ (το σκούρο) που -:) 


τ πονν 
καλείται «ποδικό τρίγὠνο». Μια ή 

γνωστή ειδική περίπτωση ποδικού Β΄ ὶ 

τριγώνου εἶναι το «ορθικό Σχ. 1 


τρίγωνο» που ορίζεται απὀ τους 


πόδες των υψών παντός τριγώνου. όπου τότε το «σημείο του επιπέδου» είναι το 
ορθόκεντρο., ενώ και όλα τα χαρακτηριστικά σηµεία του τριγώνου έχουν τα 
αντίστοιχα ποδικά τους τρίγωνα µε ενδιαφέρουσες ιδιότητες. 


Ο χειρισμός του δυναμικού Γεωμετρικού εργαλείου, εδώ του οΚκοείςπραάἀ, είναι 
για να ανακαλύπτει τις δυναμικές ιδιότητες του σχήματος, πιο συγκεκριµένα 
τους γεωμετρικούς τόπους. Καθώς ο κατασκευαστής του σχήματος «παίζευ 
πειραματιζόµενος µε την κίνηση. ανακαλύπτει αµέσως την πρώτη προφανή 
ιδιότητα του σχήματος: 


|. Καθώς το Ο κινείται οπουδήποτε στο επίπεδο, το ποδικόὀ Α΄Β΄Γ΄ κινείται 
έτσι ώστε οι κορυφές του να ευρίσκονται πάντα στους φορείς των πλευρών 
του αρχικού τριγώνου ΑΒΙ.. (Σχ. 1) Η ιδιότητα αυτή είναι στο γνωστικό 
πεοίο του προφανούς, 


-- 


αρκεί να 
συνειοητοποιηθεί η ίδια η 
κατασκευή. 

2. Καθώς το 1 κινείται 
οπουδήποτε στο επίπεδο, 
το Γ΄ μένει σταθερό. ενώ 
τα Α΄ και Β΄ κινούνται επί 
δύο κύκλων που διέρχονται 
από το Ο και το Γ΄. (2.2) 
Εδώ «φαίνεται απαρχή 
ανακάλυψης πρότασης 
(ισχυρή εικασία) και η 





οποία θέλει απὀδειξζη. Σχ. 2 

Πράγματι: ισχύει ότι ΟΙ’ 

1. ΑΗ. ΟΒ΄ | ΑΙ καιΟΑ΄ Ι ΒΙ εκκατασκευής του σχήματος και αφού τα 

Β΄. Ι᾽ βλέπουν το ΟΑ µε ορθή γωνία, τα Ο.Α. Β΄, Γ΄ είναι ομοκυκλικά και 

το κέντρο του κύκλου είναι στο µέσον Μ του 0Α. 

3. Ὁμοίως η δικαιολόγηση για τον μεγαλύτερο κύκλο που έχει κέντρο το 
μέσον Ν του ΟΒ. 


4. ΜΝΞ/ κ και ΜΑ-ο και ΑΝ µεσοκάθετος του Ο0Β, είναι κάποιες 


άλλες παρατηρήσεις που μπορούν να εξαχθούν αµέσως από το σχήμα. 
». Όταν το 1 γίνεται σηµείο των κύκλων. τότε αρχικό και ποδικό τρίγωνο 
αποκτούν κοινό φορέα (άµεση εξήγηση από την κατασκευή) 


6. Όταν το ΑΒ κινείται παραλλήλως προς τον εαυτό του διατηρώντας 
σταθερό το μέγεθός του. τα Α΄, Β΄ φαίνονται να κινούνται επί κύκλου 
ενώ το [΄ επί ευθείας κάθετης στην ΑΒ απὀ το Ο. Είμαστε δηλαδή προ 
µιας παρατηρήσεως, που επάγει σε ανακάλυψη µιας πρότασης και η 
οποία χρειάζεται αιτιολόγηση-απόδειξη. Πράγματι, η ΟΙ είναι η 
ὁιάµετρος του κύκλου, αφού 
το Α΄ βλέπει την ΟΙ υπό 
ορθή γωνία (εκ κατασκευής) 
Ἠπίσης η ΑΒ, κινείται 
συνεχώς κάθετα στην 
σταθερή διεύθυνση ΟΑ΄ 
(Σχήµα 5) 

7. Καθώς το αρχικό τρίγὠνο 
κινείται οπουδήποτε στο 
επίπεδο παράλληλα µε τον 
εαυτό του. οι κορυφές του 





ποδικού κινούνται επἰ τριών 
ευθειών που διέρχονται από 
το Ο και είναι κάθετες στις 
πλευρές του αρχικού. 
Η παρατήρηση ότι οι κάθετες 
στις πλευρές του αρχικού από 
το σταθερό σηµείο Ο συνιστούν 
σταθερές διευθύνσεις αρκεί για 
την αιτιολόγηση. (Σχήµα 84) 

δ. Καθώς το ΑΒ κινείται επί του 


φορέα του, (σχήµα 5) χωρίς 
αναγκαστικά να έχει και 
σταθερό μήκος, και το ή) 
σταθερό, τότε τα Α΄ και Β΄ 
κινούνται επίἰ κύκλου µε 
ὁιάµετρο το σταθερό τµήµα 
ΟΙ. Η εξήγηση τεκµαίρεται µε 
την παρατήρηση, ότι τα Α΄ και 





Β΄’ βλέπουν το ΟΓ υπό ορθή Γ΄ Α 


γωνία, εκ κατασκευής. Σχ. 5 


Ενδιαφέρον παρουσιάζει η µη διαγραφή ολόκληρου του κύκλου απὀ το 





Α΄ καθώς αυτό τείνει στο Ο όταν το Β τείνει στο άπειρο της απόστασης 
εκατέρωθεν του φορέα του ΑΒ. Εμπλέκεται ο παρατηρητής δηλαδή, µε 
απειροστικές διαδικασίες από 
γεωμετρική οδό, κάτι που 
παρατηρείται συχνά σε διερευνητικές 
διεργασίες με τα ὀυναμικά 
λογισμικά. 

Σχήµα 6 : Καθώς το σηµείο Β του 
αρχικού τριγώνου κινείται ελευθέρως 
στο επίπεδο, για τα µέσα Μ.Ν,Ξ των 
ΕΤ’. ΑΠ΄. Β΄ αντιστοίχως, έχουµε 
την εικόνα: Τα µεν Μ.,Ξ να κινούνται 





επί κύκλων το δε ΔΝ, να διαγράφει Σχ. 6 
σηµεία ενός δακτυλίου. Ο δακτύλιος 

φαίνεται να ορίζεται απὀ δύο 
οµόκεντρους κύκλους εκ των 
οποίων ο μεν εξωτερικός 
φαίνεται να εφάπτεται 
εξωτερικώς των δύο ο ὃε 
εσωτερικός, να εφάπτεται των 
δύο, στον µεν ένα μεγαλύτερο 
εσωτερικώς και στον 
μικρότερο εξωτερικώς. Το 
ὀυναμικό λογισμικό 





εργαζόμενο αόκνως, «φέρνει 
µιαν άλλη πρόταση στην 
επιφάνεια. χρίζουσα βεβαίως 


Σχ. 7 


πρὠτα σαφούς ὁιατυπώσεως και 
κατόπιν αποδείξεως. Οι όποιες 
εικασίες θα γίνουν με 






επαναληπτικό πειραματισμό. 
Πράγματι, εάν περιορίσουµε την [. 
ελεύθερη κίνηση του Β στο το 
επίπεδο και βάλουμε το Β να 4 


κινείται σε κύκλο (σχήμα 7) τότε 


Σχ. 8 


βλέπουμε µια άγνωστη καμπύλη να 
διαγράφεται μεταξύ των δύο κύκλων και μάλιστα µε έναν συγκεκριµένο 
τρόπο: Καθώς πλησιάζει τον μικρό κύκλο, εκτελεί απότομα ένα βρόχο 


στο µεγαλύτερο µέρος του κύκλου και έναν άλλο βρόχο στον μεγαλύτερο 
κύκλο. Επομένως οι δύο κύκλοι που ορίζουν τον δακτύλιο φαίνεται ότι 
είναι οἱ περιβάλλουσες τῆς οικογένειας αυτών των άγνωστων καμπυλών. 
Όταν ο κύκλος που διαγράφει το Β δεν περιβάλλει το ΑΒΙ (σχήμα δ) 
τότε οι κύκλοι ὀδιαγράφονται 
μερικώς, όµως η άγνωστη καμπύλη 
ὁιαγράφεται πλήρως. 

10. Αν το Ο το βάλουμε να διαγράψει 
Κύκλο. τότε τα µέσα των πλευρών 
του ποδικούὐ τριγώνου, φαίνονται | 
να διαγράφουν τρεις ελλείψεις. (Σχ. 

9) 

11. Εάν επιχερήσουµε να κινήσουµε 
το ΒΙ παράλληλα προς τον εαυτό 
του επί κύκλου ὀδιατηρώντας 
σταθερό το μέγεθός του, τότε τα µέσα των πλευρών του ποδικού 





τρίγώὠνου διαγράφουν τρεις άγνωστες καμπύλες. (Σχ.10) 
12. Αν µε την λογική του αντίστροφου 
προβλήματος ενός γεωμετρικού ῆ 4 
τόπου κατασκευάσουµε τους δύο - ν, 
κύκλους του Σχ.2, και βάλουμε να . 4 
κινούνται επ΄ αυτών τα Α΄ και Β΄ Ο.-. 
ορίζοντας το Ἰ ὡς τομή των 
διευθύνσεων ΑΕΒ΄ και Α΄Β. τότεαν 
απαιτήσουμε από το λογισμικό την 
σχεδίαση του ἴχνους του ΙΙ, 





παίρνουμε την εικόνα του Σχ.Ι11 


Σχ. 10 


Φαίνεται µια εικόνα σαν ένα 
πεδίο της Φυσικής, όπου υπάρχει µια άπειρη οικογένεια καμπυλών που 
καλύπτουν το επίπεὃο και δεν | | ἵξξσσεςα 
τέμνονται πέραν των Α. Β. Και 
στην Φυσική η εικόνα ενός πεδίου, 
ορίζεται από γραμμές που δεν 
τέμνονται και έχουν µια ιδιότητα 
γεωμετρικού τόπου. Αν γνωρίζαμε 
εκ των προτέρων εξ αρχής µια 
τέτοια ὁδιαδροµή. τότε αν το Τ 





Σχ. 11 


ακολουθούσε µία απ΄ αυτές, τα Α΄ 
και Β΄ θα διέγραφαν κύκλους, µε σχέση ταχυτήτων όση έχουµε ορίσει 


στο λογισμικό. Η µεταπήδηση σε γειτονική τροχιά ὃεν µπορεί να 
καταγράψει αισθητή ασυνέχεια στην κίνηση, καθώς και η γειτονική 
τροχιά, οσοδήποτε κοντά έχει προκύψει από µια κοντινή κίνηση. Έτσι η 
χαοτική κίνηση του Τ οπουδήποτε στο επίπεδο µε οποιαδήποτε τροχιά, 
διαγράφει µια --φαινόμενη- συνεχή τροχιά γιατα Α΄. Β’. 


Ειδικά και Γενικά Συμπεράσματα: α) Το λογισμικό προσφέρει αξεπέραστη 
ακρίρεια σχεδιαστική. Στην πραγματικότητα, λόγω δυνατότητας δυναμικής 
κίνησης, αυτό που συνήθως φαίνεται να ισχύει «με το µάτυ και να οδηγεί σε µια 
πρὠτη εικασία, µπορεί να εξεταστεί µε τροποποίηση του σχήματος µε µια 
κίνηση και να ειδωθεί και απὀ άλλη οπτική σχεδιαστική. Έτσι, η ὁόποια 
λανθασμένη εικασία, σταματά εν τω γεννάσθαι. Η δυνατότητα μέτρησης όλων 
των μεγεθών λόγων, συναρτήσεων, γωνιών κτλ επίσης σταματά αμέσως 
λανθασμένες εικασίες ή --επί το δημιουργικότερον - δημιουργεί εδραίες εικασίες, 
υποθέσεις, σχεδόν βεβραιότητες, οπότε απομένει η απόδειξη. Παραλλήλως 
σχεδιάζει όποια συνάρτηση του τεθεί που αφορά γεωμετρικά μεγέθη (µήκη 
εµβαδά, λόγους, µέτρα γωνιών, συναρτήσει οποιουδήποτε εν τω µεταβάλλεσθαι 
μεγέθους και έχουµε άµεση παράλληλη σχεδίαση της συνάρτησης απ όπου 
εξάγουµε γεωμετρικά συμπεράσματα . Γίνεται δηλαδή µια άµεση σύνδεση της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας µε την Ανάλυση. Επίσης η δυνατότητα διερεύνησης 
(ειδικές περιπτώσεις, οριακές περιπτώσεις, οριακές θέσει, εκφυλισμός 
σχήματος κ.ο.κ) είναι αξεπέραστη. 


ϱ) Η ίδια η ύπαρξη του λογισμικού και η ίδια η χρήση του. αναπόφευκτα επάγει 
την ανάγκη πειραματισμού και διερεύνησης πράγµα που ναι µεν αρχαιόθεν 
υπάρχει στα Μαθηματικά, όμως «επιμελώς αποκρύπτετα»υ αφού σχετικές 
αναφορές, συνηθέστατα δεν συναντώνται στα βιβλία Μαθηματικών (εγχειρίδια, 
συγγράµµατα, Ιστορικά της Επιστήμης) οὖτε καν ως σπαράγµατα. Πιθανόν --για 
να ὁιακινδυνεύσουµε και µια εξήγηση- η εξιδανικευµένη διάνοια. πρότυπο, δεν 
δέχεται την «τυχαία ανακάλυψη» του εργαστηρίου όπως συνήθως γίνεται στις 
Φυσικές 1ειραματικές Επιστή μες. Σε κάθε περίπτωση όµως αυτό ὃεν µπορεί να 
συνεχίζεται, αφού όλες οι διδακτικές των αντικειμένων παντός του επιστητού, 
ομιλούν για «επανανακάλυψη γνώσης» πράγµα που τα ειδικώς σχεδιασμένα για 
ὁιδακτικούς σκοπούς (και όχι µόνο) λογισμικά προσφέρουν πλουσίως, ενώ η 


"Εάν βάλλει κάποιος στην 6οορἰε τιςλέξεις «τυχαίες ανακαλύψεις» θα βρει αναφορές και 
δεκάδες άρθρα για επίσης δεκάδες εφευρέσεις Ιατρικής, Χημείας, Φαρμακευτικής, Φυσικής, 
Αστρονομίας, ὀχι όµως και Μαθηματικών! Κατά ένα ορισμό της ανακάλυψης, « Ανακάλυψη 
είναι ένα τυχαίο γεγονός που συναντά ένα προετοιμασμένο μυαλό.» Αἰρεγὶ νοη 5Ζεηῖ-(αγοΓργΙ, 
1893-1986, Οὐγγρος φυσιολόγος. Αυτό βεβαίως, ισχύει για ὀλουςτους ερευνητές, όλων των 
επιστημών. 


λογική του εθισμού στην ὀιερεύνηση, γενίκευση. εξέταση ομοειδών 
περιπτώσεων, ειδικότερων περιπτώσεων . γενικά ο πειραµατισµός µε την 
παρατήρηση. προφανώς και αναπτύσσουν την κριτική σκέψη. αφού όλες αυτές 
οι ὁραστηριότητες εξ ορισμού συνιστούν την ίδια την -από όλους ευκταία- 
κριτική σκέψη. Κάτι τέτοιο. σε ένα ιδανικό εκπαιδευτικό σύστημα, θα έπρεπε 
να µας κάνει να μεταβούμε απὀ την απαγόρευση αντιγραφής από τα σκονάκια 
στις εξετάσεις, στην απαγόρευση της αντιγραφής και «από µνή μηςν” όπως είναι 
το νυν δεσπόζον μοντέλο εξετάσεων και να οδεύσει σταθερά στις αρχές της 
κριτικής σκέψης (λ.χ. εξετάσεις «με ανοιχτά βιβλία)) και ανάλογα θέματα. 


γ) Καθώς προχωρούμε σε πιο περίπλοκες κινήσεις οι εμφανιζόμενοι 
γεωµετρικοί τόποι, απὀ το επίπεδο τῆς ευθείας και του κύκλου, πηγαίνουν στην 
έλλειψη και κατόπιν σε µη «επώνυμες) καμπύλες, πράγµα που δείχνει άλλη µια 
φορά, από άλλη οπτική. τα περιορισμένα όρια της Ευκλείδειας Γεωμετρίας και 
την αναγκαία νοµοτελειακή εξέλιξή τῆς µετην Αναλυτική Γεωμετρία, όπου από 
την τάξη των πεπερασμένων καμπυλών μελέτης (ευθεία. κύκλος, Κωὠνικές τοµές) 
µεταβαίνουµε στον πραγµατικό κόσµο της 1 εωµετρίας, δηλ. των απείρων ειδών 
καμπυλών. 


ϐ) Οι εικόνες χάους (κίνηση οπουδήποτε στο επίπεδο) επάγουν τάξη (κίνηση σε 
συγκεκριμένη κυκλική τροχιά) Αντιστρόφως, κίνηση σε συγκεκριμένη τάξη -- 
τροχιά, µπορεί να δημιουργήσει φαινόμενο χάος, αφού η συνέχεια της κίνησης 
στους κύκλους µε σταθερή σχέση ταχυτήτων φαίνεται να δημιουργεί µια κάλυψη 
του επιπέδου µε µια οικογένεια καμπυλών (εικασία) 


ε) Δημιουργείται η αίσθηση. ότι χωρίς το συγκεκριµένο λογισμικό είναι πάρα 
πολύ δύσκολη η ανακάλυψη προτάσεων (εδώ στο ορθικό) Στην πραγματικότητα, 
φαίνεται η εντύπωση να είναι ακόµα πιο στενή. Η ὁραστηριότητα 
πειραματισμού µε κίνηση και «μηχανικές μεθόδους» χρονολογείται τουλάχιστον 
απὀ την εποχή του Αρχιμήδους , ενώ κατά την Αναγέννηση και µετά ὀπου οι 
μεγάλοι Μαθηματικοί ήταν συνήθως σε Βασιλικές Αυλές είχαν την δυνατότητα 


| Χαρακτηριστική αυτή η φράση -θέση του Πανεπιστημιακού καθηγητή του Παν. Ιωαννίνων 
Γιώργου Μαυρογιώργου σε άρθρο του υπό τον τίτλο «Εάν και όταν οι «ειδικού του 
Υπουργείου Παιδείας αντιγράφουν»Ο στην εκπαιδευτική πύλη Αλφαβήτα. 

Επιστολή Αρχιµήδους «Ἔφοδος προς Ερατοσθένην»( 53.17-28) Ὁρῶν δέ σε, καθάπερ λέγω, σπουδαῖον 
καὶ φιλοσοφίας προεστῶτα ἀξιολόγως καὶ τὴν ἐν τοῖς µαθήµασιν κατὰ τὸ ὑποπίπτον θεωρίαν τετιµηκότα 
ἐδοκίμασα γράψαι σοι καὶ εἰς τὸ αὐτὸ βιβλίον ἐξορίσαι τρόπου τινὸς ἰδιότητα, καθ’ ὅν σοι παρεχόµενον 
ἔσται λαμβάνειν ἀφορμὰσείστὸ δύνασθαί τινα τῶν ἐν τοϊςμαθήμασι θεωρεῖν διὰ τῶν μηχανικῶν. Τοῦτο δὲ 
πέπεισµαι χρήσιµον εἶναι οὐδὲν ἧσσον καὶ εἰς τὴν ἀπόδειξιν αὐτῶν τῶν θεωρηµάτων. Καὶ γάρ τινα 
τῶν πρότερόν µοι φανέντων μηχανικῶς ὕστερον γεωμετρικῶς ἀπεδείχθη διὰ τὸ χωρὶς ἀποδείξεως 
εἶναι τὴν διὰ τούτου τοῦ τρόπου θεωρίαν. 


της μηχανικής σχεδιαστικής σε αμμµοδόχους κτλ. για «ισχυρές εικασίες». Εκεί 
ξαναρχίζει η ανακάλυψη «επώνυμων καμπυλών» όπου ὁοίπλα στα ονόματα 
Αρχιµήδους (ελλεικοειδούς) Απολλωνίου (κωνικών τοµών) Ιππεία του Ηλείου 
(τετραγωνίζουσα) . Διοκλέους (κισσοειδής) καμπύλη του Ευδόξου, κτλ 
εμφανίζονται και οι νεώτερες των Μπερνούλι (µινίσκος) παραβολή του 
Νεύτωνος, τρίαινα του Νεύτῶώνος και άλλες ων ουκ έστιν αριθµός. ΤΓΤεγονός 
είναι, ότι εκτός από κάποιες απλές προτάσεις που μπορούν να ανακαλυφθούν 
δια γυμνού οφθαλμού (και μάλλον έχουν ήδη ανακαλυφθεί όλες) οι υπόλοιπες 
απαιτούν ισχυρά εργαλεία και πλέον τα εργαλεία τα έχουν και οι ερευνητές και 
οι δάσκαλοι των Μαθηματιών και οἱ µαθητές. Μάλιστα, τα εργαλεία αυτά. είναι 
σχεδόν το {ἰδιο προσιτά σε όλους ακόµα και τα µη ελευθέρας διανομής. 
(Δογισμικά Μαίποπιαίίσα., Μαίπμαά, ΜΑΡΙ. κ.ά.) 


στ) Γνωρίζουμε, ότι τα δυναμικά Ι εὠµετρικά λογισμικά κυκλοφορούν ευρύτατα, 
ὁιδάσκονται στην επιμόρφωση Β΄ επιπέδου, πλην η εισαγωγή τους στην 
εκπαιδευτική πράξη είναι υποτυπώδης. Τα οφέλη Ωστόσο δεν είναι γνωστά, 
καθώς οι πρωτόγνωρες βιωµατικές καταγραφές δεν μπορούν να μεταφερθούν 
πάντα στο χαρτί παραστατικά και πειστικά. Η επί πολλά χρόνια άσκηση και 
ενάσκηση τῶν εκπαιδευτικών των Μαθηματικών µε συγκεκριμένη πρακτική σε 
συγκεκριµένο περιβάλλον (Πανελλήνιες . φροντιστηριακή διδασκαλία) 
ὀημιουργούν εδραίες δύσκολα μεταβαλλόμενες αντιλήψεις για το τι είναι τα 
μαθηματικά και πώς διδάσκονται. Δεν είναι όµως έτσι, καθώς ένα τεράστιο 
κομμάτι τους, η µαθηµατική ανακάλυψη. δεν αιτιολογείται επαρκώς ή αφήνεται 
να εννοηθεί ότι µόνο ιδιοφυίες μπορούν να ασχοληθούν µε αυτήν. Η σύγχρονη 
όµως διδακτική, απαιτεί διαδικασίες επανανακάλυψης της γνώσης η οποία 
γίνεται µέσω παρατηρήσεων, πειραµάτων («άγνωστη λέξη» στα Μαθηματικά, 
ὠστόσο καθημερινή έννοια για τους ερευνητές των μαθηματικών) εικασιών, 
υποθέσεων, απορρίψεων µε αντιπαράδειγµα, τροποποιήσεων, ανασκευών και 
αποδείξεων. Η στερεοτυπική δοµή «πρόταση-απόδειξη» . «άσκηση-λύση» 
επαναλαμβάνεται σχεδόν σε όλα τα μαθηματικά εγχειρίδια και συγγράμματα, 
έτσι ώστε η µαγεία της µαθηµατικής ανακάλυψης (όχι της απόδειξης) να τείνει 
να μηδενίζεται αφού πρόσραση σε αυτήν, φαίνεται να έχουν µόνο «οι 
προικισµένου) και όχι οι κοινοί θνητοί. Η «αντικειμενική» αλήθεια, ίσως είναι 
Κοντά σε µια τέτοια εκτίμηση. όµως σίγουρα δεν είναι και η αλήθεια. Όλα τα 
εργαλεία του ανθρώπου σε ολόκληρο τον τοµέα του επιστητού, είναι 
προεκτάσεις των αισθήσεών του (όραση . ακοή απτικότητα. γεύση. ὀσφρηση) 
και κάποιων νοητικών λειτουργιών του (μνήμη. ταξινόμηση. αναζήτηση, 
διερεύνηση. ταχύτητα υπολογισμών κ. ἀ. ) Οι Η/Υ έκαναν την επανάστασή τους 
και ο επανακαθορισµός του νοήµατος των Μαθηματικών (τι είναι μαθηματικά . 


γιατί τα διδάσκουµε, ποία διδάσκουµε ποία δεν διδάσκουµε, πώς τα διδάσκουµμε) 
τίθεται κάθε µέρα σε αναθεώρηση και επανακαθορισµό και μάλιστα µε µεγάλη 
ταχύτητα. Αυτό συνήθως γίνεται αντιληπτό βιωµατικά όταν φυλλομέτρει 
κάποιος παλαιά διδακτικά εγχειρίδια Μαθηματικών και αναρωτιέται το τι και το 
γιατί του παλιού Αναλυτικού προγράµµατος σπουδών που σηματοδοτούσε το 
κάθε εγχειρίδιο. Καταθέτουµε επίσης την εμπειρία µας για επιφωνήµατα 
θαυμασμού που προκαλούσε η εμφάνιση για πρώτη φορά «με ένα κλικ» ενός 
γ.τ. στους παλιούς Μαθηματικούς που είχαν την Λυκειακή εμπειρία διδασκαλίας 
ὡς µαθητές (και βέβαια την δυσκολία) των γ.τ. 


Η χρήση αυτών των εργαλείων στην τάξη. θα πρέπει να γίνει µια αυτονόητη 
ὁιαδικασία σε όλα τα σχολεία και η ανάδειξη των διδακτικών πλεονεκτημάτων 
τους είναι ο μικρός στόχος τῆς παρούσας εργασίας. 


Βιβλιογραφικές - Διαδικτυακές αναφορές: 


1) παρ: η ννν.πιαία.µος.σΗ/--ραΙΙΠ]ο5/σ(αα]]οτγ/ρτοῦ]επις5/Ρεάα|.Πίπι] 
Ιστοσελίδα του καθηγητή του Παν. Κρήτης Πάρη Πάμφιλου 

2) ΠΠρ:/ππαίμννοτ]ἀ.νομµταπι.«οπ/ΡεάαΙ Γτιαηρ]α.Πίππὶ απὀ τον ιστότοπο 
λ/οτατπι Μαίπννοτ]ἀ 

9) Παρ:/Ηννηδοπ.ςοςῬ.αςσα.εάμ/οππί6θ6Θ/ρίαάεπί.Γο]άαετς/Μαίίεςοπ.οορίειιΌος/ρ 
εάαΙ/ρεάἆα].ΠίΠι] απὀ το Πανεπιστήµιο της (αεοτρΙα 

4) Πλατάρος Ιωάννης «Ο κρυφός πειραματικός χαρακτήρας τής ΓΙ εωμετρίας 
και ή ὁιδακτική του αζοποίησηήη µε χρήση των γεωμετρικών λογισμικών») 


Πρακτικά 13 


Εκπαιδευτικού Σωνέδριου ένταξης και χρήσης των ΤΠΕ 
στην εκπαιδευτική ὁιαδικασία. Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Βόλος 24- 
26/4/2009 

9) Πλατάρος Ιωάννης «Μια Γεωμετρική εφαρμογή Μεγίστου κι Βλάχιστου µε 
χρόνο, µέσω 4υναμικού {ογισμικού, Ως 4ιδακτική Πρόταση» Πρακτικά 
2 Συνέδριου Ημαθίας για τις ΤΠΕ Νάουσα-Βέροια 22-24-25 Απριλίου 
2010 

ό) Πλατάρος Ιωάννης «ΠΠ ολιστική ὁιδασκαλία των απλών γεωμετρικών 
τόπων, στα πλαίσια σύγχρονων παιδαγωγικών θεωρήσεων.» Πρακτικά 
25 Συνεδρίου ΕΜΕ στον Βόλο. 

7) Πλατάρος Ιωάννης «Η ὁιδακτική αζιοποίησή του λογισιικού δκείοηραᾶ 
στήν διδασκαλία των Γεωμετρικών Απεικονίσεων στο επίπεδο.» 21. 
Συνέδριο ΕΜΕ Χαλκίδος.Ι9-21 Νοεμβρίου 2010 
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5 ά4εκεμβριου 2002 


Να εξεταστεί. ποίες γωνίες της µορφής 9ολ/{ᾶμ{Σ.λ,μ ΕΝ 


κατασκευάζονται µε κανόνα και διαβήτη. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


Σκιαγραφῶ τήν απὀοειζη: 

ο Ἡ γωνία των 20 δεν κατασκευάζεται µε κανόνα και 
διαβήτη. (Απόδειξη 1 ) 

ο Ἡ γωνία των 1’ δεν κατασκευάζεται. Αν κατασκευαζόταν 
η γωνία της 1’. τότεθα κατεσκευάζετο καιη 2 (απλή 
διαδοχική παράθεση) η2'.η 4 κ.ο.κ. και η γωνία των 
20’ .Όμως η γωνία τῶν 20’ δεν κατασκευάζεται, όπερ 
άτοπον. Άρα η 1’ δεν είναι κατασκευάσιµη µε κανόνα και 
διαβήτη. 

ο Ἡ γωνία των 36 κατασκευάζεται (Απόδειξη 11) 

ο Ἡ γωνία των 30 κατασκευάζεται (Απόδειξη ΠΤ) 

ο Ἡ γωνία των 36 -30’--6 κατασκευάζεται, διότι αν 
κατασκευάζονται δύο γωνίες, είναι κατασκευάσιµη και η 
διαφορά τους. (Απόοειξη ΤΝ) 

ο Ἡ γωνία των 3 κατασκευάζεται από διχοτόμηση της 
γωνίας 6 .Κατασκευαζοµένης της γωνίαςτων 3, 
κατασκευάζεται και οποιοδήποτε ακέραιο πολλαπλάσιό 
τῆς, δηλαδή κάθε γωνία της µορφής 2ρ.ΡΕΝ. 

ο Κάθε ακέραιος αριθµόςν «3 είναι αποκλειστικά και 


µόνο τῆς µορφής ή 2ρ ή 2ρ{1 ή 3Ρ12 .. (Απλό πὀρισµα της 


Ευκλείδειας διαίρεσης 

(ν.Υ- 2ππτυμευξθηΙ ή 2)Ανλοιπόν 
κατεσκευάζετο η γωνία 2ρ41 . δεδομένου ότι 
κατασκευάζεται και η 2ρ. τότε θα κατεσκευάζετο και η 
διαφορά τους (3ρ:1)-3ρ-1 . άτοπο διότι η γωνία 1 δεν 
κατασκευάζεται. 

Αν ομοίως κατεσκευάζετο και η γωνία 2ρ7{2 . δεδομένου 
ότι η 2ρ κατασκευάζεται, θα κατασκευάζετο και η 
διαφορά τους, η γωνία (3ρ::2)-2ρ-2. . Τότε δια 
διχοτοµήσεως, θα κατασκευάζετο και η γωνία 1", άτοπο. 
Επομένως. οι μόνες γωνίες που κατασκευάζονται (σε 


μοίρες) είναι τα πολλαπλάσια του 3. και µόνον αυτά) 


ο Άρα, στοτεθέν πρόβλημα, αναζητώόκ, λ Έ Ν και 
ν Ε{Ι,2.3....,119.120/ έτσι ώστε: 
0-«ολι2μ2«260’ (1) 
και ολ {Γὸμ{2ςὸν” 
0λὸμ-ὸν- 2 (2) 
Η (2) αποτελεί διοφαντική εξίσωση µετρεις αγνώστους, την 
οποία επιλύεται κατά τον γνωστό αλγόριθμο . καιτις οποίας 
οι λύσεις θα πρέπει να πληροῦύν την συνθήκη (1) 
Αλλά η λύση της (2) είναι σύντομη . διότι ισοδυναμεί: 
ϱΟλὸμςὸν-2 
2(2ὀλ{μ)ςὪὸν- 2 5 


3/(3ν- 2) άτοπο. διότι2 Χ (3ν-2).μµενς Ν 
Επομένως, ὃεν υπάρχουν ακέραιοι λ.µ έτσι ὥστε η γωνία 
Ζ{ΑΞξ 9λ/Γ3μ-2 εκφραζοµένη σε μοίρες. να είναι 
κατασκευάσιµη µε κανόνα και 


διαβήτη. 


Αναλυτικά τα επί μέρους των αποὀείόεων, έχουν ως εζής: 


Απόδειζη Ι.(Ἡ γωνία των 20’ δεν είναι κατασκευάσιµη µε 
κανόνα και διαβήτη) 
Εάν 0-20"... τότε από τον τύπο 


συν20-4συν 0/-2συνθ.. µε αντικατάσταση θα έχω: 


| 3 ο . 
σὰὰ 4συν 20 «όσυν260 «ὼ (Θέτοντας συνθ--χ) 


4χ--6χ-ἰ-ο (1) 

Το πολυώνυµο «φ(ίγ)-- 8χ--6χ--Ι είναι ανάγωγο επί του 
Ο. ͵διότι αν ὃεν ήταν . θα εγράφετο ως γινόμενο µε την 
μορφή: 
φ()-δίχ-ρι)(χ-ρο)(κ-ρ.). ἡ φίχ)-(χ-ρ)(αχ ἝΡχΗΥ) 
και στις ὁύο περιπτώσεις θα είχε µία τουλάχιστον ρητή 
ρίζα. Όμως, οι πιθανές ρητές ρίζες, αν υπάρχουν, είναι 

ο 1 ο] 
μόνο οι αι 


όμως φ(χΞ{Ι(Φχ)χ-6]χ-1 (Ἐξου καιτο «σχήμα Ηοτπεῦ) 


και µέσω αυτού ελέγχω γρήγορα ότι; 


19 
φί-2)130. φ5)-930.φί)- 230. 


φί--.) 50, φίς) 0, φί--.) 0 

Ηπομένως η επέκταση του σώματος, 

το σώµα ΟΩ(συν 260’ ) έχει διάσταση επίτου Ο τρία 

Δηλ. [Ω(συν 20): 01:33 2”. 

Όμως η αναγκαία συνθήκη (και µη ικανή) 
κατασκευασιµότητας για βαθµό επεκτάσεως δύναμη του 2 
δεν εκπληρούται, συνεπώς το συν 20. άρα και η γωνία 


των 20. . δεν είναι κατασακευάσιµη. 


Απόδειζη ΠΠ. (Π γωνία τῶν 36 είναι κατασκευάσιµµη) 


Κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη του μέσου και άκρου 


λόγου (Χρυσής τομής) 


α/2 


Έστω ΑΕΒ-α , το προς διαίρεσιν τµήµα. Φέρω κάθετη στο Β 
και λαμβάνω τµήµα ΒΙΞα 

Με διάµετρο το ΒΙ κατασκευάζω κύκλο. Φέρωτην ΔΟ .η 

οποία τέμνει τον κύκλο στο Δ. 

Η ΑΒ. εκ κατασκευής είναι εφαπτόµενη στον κύκλο ,, διότι 

είναι κάθετη στην ακτίνα ΟΒ στο άκρο της Β. 

Από την ὀύναμη του σημείου Α ὡς προςτον κύκλο , έχω ότι 
(ΑΔΙ(ΑΕ) (ΑΒ 2 

χά!α-α 


Χ 4 


4 Χα 


που είναι ο ζητούμενος λόγος. 


Στην συνέχεια, µε διαβήτη. μεταφέρω το χ πάνω στο α και 


έτσι έχω επιτύχει την χρυσή τομή. 


Για να κατασκευάσω το κανονικό δεκάγώνο , ξεκινώ την 
ανάλυση του προβλήματος. µετο ότι η κεντρική του γωνία 


360 


τρ 36”. Τότε όµως, εκάστη από τις 


πρέπει να εἶναι 
προσκείµενες στην βάση του ισοσκελούς τριγώνου γωνίες θα 
είναι 72 . Αν διχοτοµήσω µία . τότε η απέναντι ακτίνα 
χωρίζεται σε µέσο και άκρο λόγο, διότι απὀ το θεώρηµα της 


εσωτερικής διχοτόµου θα έχω: 


9. ΑΒ. 
ΔΟ Ἅο 


ΡΔ Λ ο λιο (ΑΗΞΑΔΞΔΟΞλιΙ λόγω 
ΔΛΟ Ῥ των ισοσκελών 
λα τριγώνων) 

Λο Άν 


ιο 


Οπότε το λιρκατασκευάζεται, είτε µετον κλασσικό τρόπο που 
έχει περιγραφεί ανωτέρω, χωρίζοντας δηλαδή την ακτίνα του 
κύκλου σε µέσο και άκρο λόγο και θέτοντας το μεγαλύτερο 
κομμάτι. λιρ 

Με αυτό τον τρόπο είναι κατασκευάσιµη και η γωνία των 26. 
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Απόσειζη ΠΠ. (ἰΚΚατασκευή της γωνίας των 230) 
Αυτή επιτυγχάνεται µε κατασκευή ορθογωνίου τριγώνου µε µια 


κάθετη α και υποτείνουσα 2 α., οπότε έχω καιτοηµ 30 «1/2 


2α 


μοίρε 


Απόοειζή ΙΥ (Κατασκευή της διαφοράς δύο γώωνιών) 
Καθίστανται επίκεντρες, σε ίσους κύκλους, μεταφέρω τα 
τόξα στα οποία βαΐνουν, τα θέτω σε κοινή αρχή και να 
συμπίπτουν, οπότε σχηματίζεται η διαφορά των τόξων, άρα 
και των επικέντρων γωνιών στα οποία βαΐνουν. 


Με διχοτόμηση κατασκευάζω και την γωνία των 3 








μέγεθος ΕΓΑΒ - 36: 
μέγεθος έΕΖΗ - 30: 
μέγεθος 2ΕΖΚ - 36: 


2ο Πανελλήνιο Εκπαιδευτικὀ Συνέδριο Ημαῦδίας ΠΡΑΚΤΙΚΑ 


«Μια Γεωμετρική εφαρµογή Μεγίστου κι Ελάχιστου µε 
χρόνο, µέσω Δυναμικού Λογισμικού, ὡς Διδακτική 
Πρόταση» 


Πλατάρος Γιάννης 


Μαθηματικὸς ]1ουΓΕΛ Μεσσήνης 
ΟἰαίαγοςΦοΠιαΙ.οΟοΙΠη 


ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Μία απὀ τις δυνατότητες που παρέχουν τα δυναμικὰ γεωμετρικἀ λογισμµικα, 
εἶναι η δυνατότητα µελέτης µεταβολων γεωμετρικὼν µεγεθων σε συνάρτηση µε 
τον χρὀνο, µέσω αντιστοἰχου γραφικῆς παραστάσεως. Επί πλέον ο δυναμικός 
χειρισµος του σχήματος σε προβλήµατα μεγίστου και ελαχίστου, βοηθαὰ 
αποφασιστικἀ τον µαθητή στον σχημµατισµὀ της ορθὴς τελικὰ εικασἰας και 
μαλιστα της εἰκασίας που ἐχει να Κάνει µε την ἰδια την διατὐπωση -ανακάλυψη 
της πρὀτασης. Επίσης η χρήση του δυναμικοὺ εργαλείου, µπορεί να μυήσει 
ουσιαστικά τον µαθητῆ στην απειοοστικἠ σκέψη, καθως το ἰδιο το λογισμικὀ 
που Θέτει την Κίνηση στα σχήματα ἡ παρακολουθεί τις µεταβολές τους 
αποτελεί γέφυρα μεταδὺ Ανάλυσης και Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 


ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: μέγιστο, ελάχιστο, εµβαδὀν, περίµετρος, δυναμικὸ γεωμετρικὀ 
λογισμµικὀὸ. 


ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 

Τις τελευταίες δεκαετίες ἔχουν αναπτυχθεί υπολογιστικὰ συστήµατα τα 

οποίἰα δημιουργοὺν περιβάλλοντα μάθησης γεωμετρίας του χώρου [7] . Σε 
περιβάλλοντα συνδυασµένης μάθησης ([οἰεπάθα Ιθαππίπο)] οι μαθητές 
συνδυἀάζουν την παραδοσιακἠ διαδικασἰα μάθησης που παρέχεται απὀ τον 
εκπαιδευτικὀ µε πρακτικὲς χρήσης πληροφοριών απὀ υπολογιστικἁ συστήµατα 
[4. 
Είναι γεγονὀὸς, ὁτιτο Δυναμικὸ λογισμµικὀ Γεωμετρίας, µπορεί να θεώρηθεἰ, ὡς 
η πλὲον σηµαντικἠ εξέλιξη στην Γεώμετρία απὀ την εποχἠ του Ευκλείδη. Ἐχει 
αναθερµαὰνει το ενδιαφἑρον για µια βασική έρευνα , ενώ ανέστειλε τον κίνδυνο 
να υποβαθμιστεί η διδασκαλία της στην Δευτεροβάθμια εκπαἰδευση. [2], [ό] 

Το πιο σπουδαίο αοπὀ παιδαγωγικἠῆς απὀιψεωώς πλεονέκτημα του δυναμικού 
γεώμετρικοὺ λογισμικοὺ, εἶναι η δυνατὀτητἁὰ του να ενθαρρύνει τον 
πειραματισμὀὸ Και την ερευνητικἠ προσέγγιση στην µελέτη της Γεωμετρίας. Σε 
µια διδακτικἠ προσέγγιση τέτοιου τύπου, οι μαθητὲς εξοικειώνονται στην τἔχνη 
της μαθηματικής δημιουργίας Και ανακἀὀλυψης, αφοὺ προσφέρονται ὀφθονες 
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«Ψηφιακές και Διαδικτυακές εφαρμογές στην Εκπαίδευση» 


εωκαιρἰες για εξερεύνηση, διατυπώση εικασιὠν, ανασκευῆς Και 
επαναδιατὐπωσὴς τους, ὅπως Και τελικοὺ ελέγχου µε την κατασκευἠ 
αποδείξεων [11] 


Σε αυτὴ την εργασἰα χρησιμοποιήθηκε το δυναμικὸ λογισμικὸ (θοπιθῖςθΓ)ς 
οκθίοηραα λὀγω της δυνατότητας του να παρἀὀγει γεώμµετρικὰ σχέδια µε την 
εισαγωγή πληροφοριών του χρήστη, ο οποίος µπορεί να τα µετασχημµατίζει 
κινώντας ἑνα στοιχείο του σχήματος [1] ώστε να αντιμετωπισθεί ἕνα πρὀβληµα 
μεγίστου /ελαχίστου. 


ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 
Ἐχει δοκιµασθεί ἕνα συγκεκριμένο πρὀβληµα μεγίστου και ελαχίστου σε 
µαθητές της Β΄ Λυκεου του Ίο ΤΕΛ Μεσσήνης, , ὅπως και σε 


επιιορφούμενους καθηγητὲς Β᾽ επιπέδου σε διαφορετικοὺς χρὀνους. Η 
διαπραγμάτευση ἐγινε µε το δυναμικὸὀ εκπαιδευτικὀ λογισμικὸ οκθίοιραα και 
Ιδιαίτερη προσοχἡ δόθηκε στο πως Θα διατυπωθούν οι εικασἰες για την λὺὑση 
του, μέχρι να ανακαλυφθεί η σωστή που Θα οδηγἠήσει και στην λύση. 


ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ-ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αντιμετώωπίζουµε το εξἠὴς πρὀβληµα: «Πρία σηµεία Α, Β, Γ, κινούνται εττί 
τριων κύκλων. Να εξεταστεί αν Και πΤὀὸτε υπάΡρΧεΙ περιοδικὀτητα στην κίνηση του 
ΤρΙ]γωνου ΑΒΓ , ὁπως και ποιες εἶναι Οἱ θέσεις των Τριὼν σημείων, για να 
έχουμε μέγιστο και ελἀχιστο εμβαδὸν ἡ περίμετρο» Η διατυπώση, που δεν εἶναι 
Κλειστοὺ τύπου, επὀγει σε ἕνα ανοικὸ πρὀβληµα, του οποίου η ὁλη 
διερεύνηση καθίσταται ιδανικἠ µε ἕνα δυναμικὸ Γεωμετρικὸ λογισμικὸ ([ το 
οκθίοηραα εδώὠ) µέσω ανακαλυπτικώὠν διαδικασιών µάθησης. 


ΔΙΑΠΡΑΓΜΑΤΕΥΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
Η ΠΕΡΙΟΔΙΚΟΤΗΤΑ: 

Η περιοδικὀτητα ἦταν ἑνα σκέλος του 
προβλήματος γιο ΤΟ οποίο δεν 
διαπιστώθηκαν Ιδιαίτερες δυσκολίες στην 
επίλυση. Σηµειωτέα µόνο η παρατήρηση ὁτι | 
όλοι πρὀσεξαν ὁτι μοιάζει µε πρὀβληµα | ώς 
Φυσικής παρὰ Γεωμετρίας. Πράγματι, | 
περιοδικὀτητα ἔχουμε, ὁταν ξεκινώντας οπὸ 
οποιοδήποτε τυχαίο στιγµιότυπο-θέση, 
επανερχόµαστε στο ίδιο, σε κἀποιο χρὀνο [. 


ο 08 





Τότε τα Α,Β,Γ Θα ἔχουν διαγρἀψει ακέραιο Σχήµα ] 
αριθμὀὸ περιστροφῶών κ, λ, µ, αντιστοϊΐχως και θα ισχύει: 
υί- κ:.2πρι - 


Λ:.2πρ, - µ:2πρ, 
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2ο Πανελλήνιο Εκπαιδευτικὀ Συνέδριο Ημαῦδίας ΠΡΑΚΤΙΚΑ 


ὁπου ϱι,02,)03, Οἱ ακτίνες τῶν Κύκλων µε κέντρα Οι,Ο2,0., αντιστοϊχως, απ 


-- ο Κι Ά | ... | | 
οπου εχοµε: δηλ. Οἱ λογοι τών ακτινῶν εἰναι ρητοΙι, που εἰναι 
ρι Ά ϱ 
τελικὰ µια ικανἠ και αναγκαία συνθήκη για να ἑχω περιοδικὀτητα. Για την 
πρωτη φορά επανὀδου, δηλ. για τον χρὀνο περιὀὸδου Ἱ, απαιτείται να ισχὺει 
και η συνθήκη 
(Κιλ,μ]Ξ]. Σε 
περίπτωση Ἡ Ἡ ῃ 8 
ἄρρητης σχέσης ο ᾗἩἱ ο Ἱἳ Ἀ 
τῶν ακτίνών, δεν οἱ ολ { λ ολ | . 
µπορὼ να εχω ΙΜΠΝΙΝΙΗΝΙΤΝ ΤΝ ΤΝ ΤΝ 
περιοδικότητα. Το πλ ἠξὼ Πν ἵν ἵνι  ἵν αν 
σημαντικὀ λοιτὸν πμ τς ΓΓΤ τν 








Σχήμα 2 
εἶναι, ὁτι αν εκκινήσουµε απὀ µια θέση, ανεξαρτήτώὠς χρὀνου και ταχύτητας, 


δεν εἶναι βέβαιο ὁτι η θέση αυτὴ Θα επαναληφθεἰ. Στους καθηγητὲς επἰ πλέον 
επισηµάναμµε, ὁτι ον θέσουμε το ερωτημα πιθανοθεώὠρητικὰ ως «ποἰα η 
πιθανότητα εκκινωντας απὀ τρεις τυχαίες ακτίνες να ἑχωὼ περιοδικὸὀ φαινόμενο) 
θα φθάσουμε στο λίαν ενδιαφέρον συμπέρασμα  ὁτι αυτή εἶναι 0Ο, δεδομένου 


ὁτι το σύνολο των ρητὼν -΄ ἐχει μέτρο 0, ενώ το |] έχει άπειρο μέτρο. Δηλ. αν 











θεωρήσουμε την αντίστοιχη γεωμετρικἠὴ πιθανοτητα, τότε: 
| | μ) 
ορ ασυσἩ πο. Αυτὸ το συμπέρασμα, επἀὀγει την 











υπόθεση ὁτι και οι πιο περίπλοκες κινήσεις πλανητών, αστέρων κτλ δεν εἰναι 
ποτὲ δυνατὸν να εἶναι απολύτως περιοδικὲς, πέραν του ὁτι δεν υπάρχουν 
σταθερες γραμμικὲς ταχύτητες Και κυκλικὲς τροχιές. Με την λογική τῶν ρητών 
προσεγγίσεων, μπορούμε να σκεφθοὺύὐμµε, ὁτι όλες οι ουὐράνιες κινήσεις, εἶναι 
(περίπου περιοδικὀ) φαινόμενα Και δεν εἶναι δυνατὸν να εἰναι περιοδικἀ [ἠ εἰναι 
εξαιρετικἀ απίθανο να εἶναι] Τα «ακριβώς περιοδικὰ) φαινόμενα Φαίνεται να 
προκύπτουν αοπὀ επἰ τοὐτω κατασκευαστικἠ λογικὴ τοοχὠν µε γρανάζια, 
ὁπου εκεἰ εξ ορισμού η σχἑση εἶναι ρητὴ και η κίνηση περιοδικἠ. (Μηχανισμοί 
ὠρολογίῶν κτλ) 


ΜΕΓΙΣΤΟ -ΕΛΑΧΙΣΤΟ ΕΜΡΒΑΔΟΝ: 

Όταν δεν γνωρίζουμε την Θέση μεγίστου Και ελαχίστου, μπορούμε να 
Κάνουμε µὀνο εικασία Και στην συνέχεα να προσπαθήσουμε να το 
αποδεἰξουµε. Η συνήθης εικασία που µπορεί να κάνει κἀποιος σε αυτὀ, εἶναι να 
µεγιστοποιῆσει την βάση και το ύψος του τριγώνου. Μια μέγιστη βάση  εἰναι 
στην διευθυνση της διακέντρου δὺο Κύκλων σε λογικἠ αντιδιαµετρικὠν σηµείών 
και σε μεγιστοποίηση του αντιστοἰχου ύψους. Στη δοκιµαστικἡ διδασκαλία του 
συγκεκριμένου σκέλους του προβλήματος στην Β Λυκείου, αλλὰ Και στην 
διαπραγμάτευση του ερωτήματος μεταξὺ συναδέλφών μαθηματικών, αυτή η 
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εικασία ἦταν η πλὲον ευλογοφανὴς για ὀλους. Υπάρχουν τρεις τέτοιες Θέσεις 
οι οποίες δεν δίνουν λὺύση, αφού απλως αυτὴ η Φφαινομενικὰἀ εὐλογη και 
πογκοίνώς αποδεκτή πρωτη εικασἰα, απλὼς δεν ισχὺει. Το µὀνο που µπορεί να 
πάθει κἀποιος, εἶναι να προσπαθεί ανεπιτυχως να αποδείξει κὀτι που δεν 
αποδεικνύεται. Το λογισμικὀ αποτρέπει αυτὴ την λανθασμένη εικασἰα. Η λύση, 
τελικὰ δεν προέκυψε µέσα στην τὰξη, αφοὺ ὀντως πρὀκειαι για δύσκολο 
πρὀβληµα. Ακόμα και για τους συναδέλφους η λὺὑση προκύπτει σε 
διαπραγμάτευση στο σῄπιτ. Γενικὰ, η κλειστόὀτητα των μαθηματικών 
διατυπώὠσεων των Γεωμετρικών προβλημάτων που παραδοσιακἀ ισχύει, 
αποτρέπει παντελώς τον λύτη απὀ λανθασμένες εικασἰες διατὐπώσης. Τέτοιες, 
διαπράττει συνηθέστατα αυτὸς που ανακαλύπτει το πρὀβληµα, λίγο πριν 
φθάσει στην λύση του. Με αυτὸ τον τρὀπο, ο ερευνητής µαθημµατικὸς, αυτος 
που ανακαλύπτει την νέα γνώση, δεν μοιάζει Καθόλου µε τον µαθητὴ που 
αντιμετωπίζει το ἰδιο πρὀβληµα. Για Χιλιεηρίδες, αφαιρείται απὀ τον µαθητὴ η 
δυνατότητα λανθασμµένης εικασἰας κατὰ την διατὀπώση του προβλήματος και 
αυτή του την επιτρέπει µὀνο κατὰ την απὀΟδειξη. Αυτὸ έρχεται σε µια οιονεὶ 
σύγκρουση µε το πνεύμα και την ουσία τών νέων εποικοδοµητικὠν Θεωριών 
που επιμένουν στο ὃτι η μάθηση τών μαθηματικών, εἶναι ενεργητική και 
κατασκευαστική διαδικασία, που εἰναι Ιδιαίτερη για κἀθε μαθητή. [3], [ό]. 
Ββεβαίώς, δεν εἶναι δυνατὸν ὁλα τα προβλήµατα να ἔχουν πάντα ανοικτὴ 
διατυπώση, διότι υπάρχει το πεπερασμένο και περιορισμένο του χρὀνου 
διδασκαλίας. Το ἁνοιγμα στην διατυπωση {στην υπόθεση εἶε στο 
συμπέρασμα) μετατρέπει µια σκηση σε πρὀβληµμα. Με µια τέτοια ἑννοια, ΤΟ 
εγχειρίδια Ευκλείδειας Γεωμετρίας ουσιαστικὰ προἑέτεναν για επίλυση 
προτάσεις µε κλειστή υπόθεση και κλειστὸ συµπἑρασμα, δηλ. ασκἠσεις και ὀχι 
προβλήµατα. Επομένως, µε τις νὲες αντιλήψεις, αφοὺ η εικασία στην 
διοτυπώωση έχει την Θέση της στην κατασκευῆ της γνώσης , αυτομάτως ἔχουν 
θέση και τα δυναµικὰ υπερεργαλεία Γεωμετρίας ([5»Κκθῖοπραα, Οαβρη, 
ΕωςσιίαΏιανν, σ6ΘοαοθοΓα) τα οποία μποροὺν να διαπραγματευτοὺν παρὀμµοια 
Και ὀχι µὀνον Θέματα, επιτυχέστατα. Στην συγκεκριµένη περἰπτώση, 
σταθεροποιώντας σε τυχαιες Θέσεις δὺο Κορυφὲς και μεταβάλλοντας την µία 
κορυφἠ επἰ του Κύκλο, βρίσκουμε µια Θέση μεγίστου εμβαδοὺ. Εν συνεχεία 
μεταβάλλοντας την ἀλλη κορυφῆ µε σταθεροποιηµένες τις ὀλλες δύο, ομοίως 
Και την τρίτη κορυφῆ, ἔχουμε την Θέση μεγίστου εµβαδου. Το σχηματισθὲν 
τοἰγώνο μέγιστου εμβαδού, ἔχει ύψη που διέρχονται απὀ τα Κέντρα των κύκλων. 
Αυτὸ πρέπει να το εικἀσει ο λὑύτης, να το επαληθεὺσει Και βεβαίώς να το 
αττοδεἰξει. 
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Η ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

Η πειραματική εὑρεση- επαλήθευση της 
Οέσης μεγίστου, ναι µεν χαρακτηρίζεται ὡς 
(ισχυρὀτατη εικασία) αλλὰ πάντα εἰναι 
εικασία ενω η αναγκαιότητα της απὀδειξης 
αωτονόητη. Για την απΟδειξη, η ἰδια η εµπλοκὴ 
στην πειραματική εὑρεση, µπορεί να 
περιορίσει Και τις λανθασμένες εικασίες για 
την ἴδια την οπτὀδειξη Και να οδηγήσει σε ἑνα 
ορθὀὸ δρὀµο γι αυτήν. Ξεκινὰμε αντίστροφα 





απὀ την πειραματική πορεία µεγιστοποίἱησης. 
Θεωρούμε µια τυχαία Θέση των Α.Β,Γ και 
μετακινοὺὐµε µὀνο λ.χ. το Α στην θέση µεγιστοποἰιησης που εἶναι αυτή για την 
οποία η ΑΟΙ εἶναι ὑψος στην πλευρὰ ΒΓ. Αυτὸ Φαίνεται στο σχήμα 3, ὁπου 
εὐκολα μπορούμε να αποδείξουμε, ὅτι το Α δίνει το μέγιστο εμβαδὸν για 
οποιαδήποτε µεταβολή του Α επἰ του Κύκλου Οι. Ταυτοχρὀνως, προκύπτει και η 
αντιδιαµετρικἠὴ Θέση Α΄ η οποία δίνει µια υποιμία για την Θέση του ελαχίστου, το 
οποἰο εἶναι σε θέὲέση για την οποίἱα το ΑΟιΙ, ΒΟ2,/ΓΟ03, εἶναι στους φορείς τῶν 
υίψων, χὠρίς τα Οι, Ο2,Όλδινα εμπεριέχονται στις ηµιευθείες των υψῶών και χωρὶς 
αυτοί οι φορείς να συωμπιπτουν µε τους φορείς τών υψῶν για την Θἐση του 
μεγίστου. (Οι ευθείες {[ε) και (ε} για τις οποιες ισχύει (ε)//{ε } //ΒΓ οριοθετούν µε 
την οριζὀμενη λωρίδα τους, το μέγιστο και ελἀὀχιστο ύψος για το τρ]γγωνο µε 
σταθερὴ βάση ΒΓ Οµοἰως, οι αντίστοιχες Θὲσεις για τα Β και [Γ οριοθετοὺν 
μέγιστο και ελἀὀχιστον εμβαδὀν για Κάθε θέση των Β και [ επἰ κάθε κύκλου, απ 
ὁπου παίρνουμε τελικἀ και την απὀδειξη για την μµεγιστοποιοὺσα θέση του 
εμβαδού. 


Σχήµα ὁ 


ΜΕΓΙΣΤΗ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΠΕΡΙΜΕΤΡΟΣ: 

Με ακριβώς ανάλογη εργασία µε τα 
προηγούμενα, καταλήγουμε στο ὁτι οι θέσεις 
µεγίστης Και ελαχίστης περιµέτρου, 
προκύπτουν ταν οι ΑΌι, ΒΟ02, ΓΟα εἶναι 
διχοτόµοι τών γωνιὼν των δὺο οριζοµένων 
τριιώνων ΑΡΓ. [σχήμα 9) Για την απὀδειξη, 
εφαρµὀζουµε την ἴδια συλλογιστικὴ µε την 
προηγούµενη περίπτωση. Ξεκινοὺμε απὸὀ µια 
τυχαία Θέση ΗΒΓ και Θα δείξουμε, ὁτι 
καθώς µεταβἀλλεται µὀνο το Η επἰ του 
Οι, η µεγιστοποιοὺσα την περίμετρο Θέση εἶναι η ΑΒΓ, όταν δηλαδή ΗΙ ΙΑ και 
ΑΟι, εἶναι διχκοτόµος της γωνίας ΒΑΓ. 

Η απὀδειξη Θα βασιστεί σε µια γνωστὴ βοηθητική πρὀταση που λεει, ότι αν σε 
τορ]γωνο ΑΒΓ, [σχήμα 4) λάβω εντὸς του τριγώνου τυχαίο σηµείο Ό, τὀὸτε 





Σχήµα 4 
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ΑΒΕΑΓΣΟΒΕΟΓ . Απὸ τριγωνικἡ ανισὀτητα στο τρ.ΑΒΔ, ἑχω ΑΒΊΤΓΑΔΣΖΡΟΞΟΔ (1) 
Και επίσης απὀ τριγωνικἡή ανισότητα στο το. ΔΟ[Γ έχω ὁτι ΟΓ2ΣΔΙ-ΟΔ ([2) Με 
πρὀσθεση των (1) και [2) κατὰ µέλη λαμβάνω το ζητουμενο. Επίσης, ισχὺει 


ρϱ2 θ λὀγω του ὁτι ρ εξωτερικἠ και Θ εσωτερικἠ γωνία στο τρ. ΑΒΔ και επίσης 


ό»ρ για τον ἰδιο λὀγο στο τρ]γώνο ΟΔΓ, απ΄ ὁὀπου τελικἁ ἔχομε ὂς« δ, που 
εἶναι µια αναγκαία µια αναγκαία συνθήκη για κάθε εσωτερικὸὀ σηµείο Ο του τρ. 
ΑΒΓ. Στο σχήμα 9, θα δεἰξῶ, ὁτι 
περ(ΗΒΓ)]«περ(ΑΡΓ]. 

Πρέπει ισοδυνἀάµως να δείξω, ὁτι ΗΒΕΗΓ«ΑΒΛΑΓ. 
Φἐερωώ την ΑΗ και βρίσκω τα συμμετρικὰ ΗΓ του 
ΗΓώς προς ΑΗ, ὁπωῶςκαιτο ΑΓ του ΑΓ ὥς προς 
ΑΗ. Απὸ την προρρηθείσα βοηθητική πρὀταση, 
στο τρἰἱγώνο ΑΡΓ αυτὸ ισχυει. Όμως, αυτὸ ισχὺει 
για όλα τα σηµεία του ελάσσονος τΟοξου του 
Κύκλου Οι που ορϊἰζεται οπὀ την ΑΓ. Γι αυτὰ 


Γ' 


ισχὐει2φεά «2ῶγῆ, [3] Πράγματι, στο τρίγωνο 
ΑΗΓ ισχύει, ὢ-ς φ ιδ απὸ ὁπου με 
αντικατάσταση στην (3) ἐχὼ 
2φιας2φιρσιῆςἀς2στγῆ {4) Όμως, απὀ 





Σχήµα ὁ 
το τρὶγώνο ΗΟΓ, ισχὺει ΒΟΓ-ἠ-κδ. Αυτὴ εἶναι 
εξωτερικἠ γωὠνία στο τρ. ΑΟΒ, ἁρα ἀ«ηιο-ᾶς«ηῆ-α2όπου εἶναι η (4) η 
αποδεικτέα. Λόγω συμμετρίας, τα ἴδια ισχύουν και για τα σηµεία του 
ελάσσονος τὀξου που ορίζεται απὀ την ΑΒ, ενώ για τα σηµεία του τὀξου στο 
οποίο βαΐνει η ᾱ, η απὀδειξη συνίσταται σε απλἠ εφαρµογἠὴ της βοηθητικής 
πρὀτασης. Η απὀδειξη ολοκληρώνεται µε ανάλογη συλλογιστική και για τους 
ὀλλους κύκλους και τελικὰ προκύπτει η µεγιστοποιούὺσα την περίμετρο θέση, 
ὁπως Και η θέση ελαχιστοποίησης µε ὁμοια διαδικασία. 
Σε µια τέτοια απΟδειξη, η γνωστὴ απὀ το λογισμικὀ μεγιστοποιοὺὐσα 
Οέση, διευκολύνει σε µεγάλο βαθμὸ την ἴδια την απὀδειξη. Αν επιχειρήσει 
κἀποιος να προσεγγίσει το θέµα αυτὸ χωρὶς το δυναμικὸ λογισμικὸ και χωρίς 
αναλυτικἠὴ Γεώμετρία (ὁπου Θα χρειαστει να βρει ακρὀτατα συνάρτησης 
μάλλον µε µη λυκειακὰ µαθηματικἁἀ) Θα συναντήσει πιθανὸν αρκετή δυσκολία. 
Είναι υποχρεωμένος να σκεφθε[, ότι αν υπάρχει µια τέτοια Θέση για το Α, τότε 
εκατἐέρώθεν του Α Και οσοδήποτε κοντὰ στο Α, Θα πρέπει να ισχύει µια σχἑση 
ὁπως η (3) για τα ὁπῶς Φαίνεται στο σχήμα 5 σηµεία δεξιὰ του Α, ενώ για τα 
αριστερἀ, µια ανάλογη σχέση µε τις γωνίες , δηλ. 2Φεᾶς2ῶ-τῆ [3') που 
εμπεριέχει την περίπτωση ΑΞΗ για το ἰσον. Ὁπως και 
Ι80”-(24 4) «Ι80'-(22' ή) 29 2224) Σκεπτόµενοι απειροστικὰ, 
αν υπάρχει Φφ : να ισχύουν οι [35}) και (4) για κάθε α, καθώς η! ]α και η /α, 
ὁπως Και ω/ ΙΦφ Και ὦ ἸΦφ. Προφανώς η τιµῆ εἶναι αυτή της μέγιστης κυρτὴῆς 
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-. .. ἆ 
γωνίας, δηλ. 2Φτα-Ξ]80ο «Ὁ πο 90’ και επειδἠ έχουν θέση εφεξἠς γωνιών, 


η ΑΗ εἶναι η οριακή θέση της εφαπτὀµενης στο Α και ΑΟι η διχκοτόµος της Α. 
Αυτὴ η προσέγγιση ἔγινε µὀνο απὀ ἑναν-δυὀὸ καθηγητὲς. Βεβαίως, στο 
προηγούμενο µπορεί να φθάσει κἀποιος σκεπτόμενος Και κλασικὰ γεωμετρικὰ 
, παρατηρώντας, ὁτι εκατέρωθεν του Α Και κοντὰ στο Α , σχηματίζεται 


µικρὀτερη και μεγαλύτερη γωώνία στο Η , δηλ. ΒΗΤ΄«ΒΑΓ΄«ΒΗΓ΄’. Για να 


αρθεἰ αυτὀ, Θα πρέπει η ΒΑΓ΄ να γίνει ευθεία , οπὀτε, εκατέρωθεν του Α 
να ἑχω µὀνο μεγαλύτερες γωνΙες. 


ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ -ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ: 

Το πρὀβληµα έχει µη τετριµµένη κατασκευῆ που το ολοκληρώνει, ὁπως και 
διερεύνηση, που µπορεί να γίνει πολὺ καλύτερα για κἀθε Γεωμετρικὸ πρὀβληµµα 
που την απαιτε, µέσω του δυναμικού λογισμµικοὺ. Για παράδειγµα, όταν οἱ 
Κύκλοι εἶναι οµὀκεντροι ἐχω ἀπειρες λὺσεις [Θὲέσειο) µε το ἴδια μέγιστη 
περίμετρο, οι οποἱες προκύπτουν απὀ την περιστροφἠ µιας λὺσης γὺρω απὸὀὸ 
το Κοινὸ Κέντρο. Όταν ἐχωῶ δύο οµὀκεντρους κύκλους, έχω δὑὺο λὺσεις µε την 
ἰδιΟ περίμετρο, που προκὺὐπτουν απὀ τα συμμετρικὰἀ τῶν δὺο κορυφῶών µιας 
λύσης ὡς προς ἁξονα την διχκοτὀµο που δεν διέρχεται απὀ το Κοινὸ κέντρο. 
Ανάλογα συμπεράσματα ισχύουν και για το εμβαδὀν. 


ΣΥΜΛΠΕΡΑΣΝΑΤΑ 

Με την βοήθεια τῶν δυναμικών Γεώμετρικῶών λογισμικών, το µάθηµα της 
Γεωμετρίας, µπορεί να διδαχθεἰ ριζικὰ διαφορετικἀ και νύξεις περ αυτού, ἠδη 
παραθέσαμε στα προηγούμενα. Συγκεκριµένα: 

ο Η γνώση, µπορεἰ να ονακαλυφθεἰί οπὀ τον µαθητὴ , καθώς το πνεύμα 
Και ο χαρακτήρας σχεδίασης τῶν δυναμικών λογισµικων, εἶναι 
προσαρμοσμένα πλήρως στην κοντρουκτιβιστικἡὴ προσέγγιση της 
διδασκαλίας. Εδω «αντιµετωπιζουµε ἕνα ανοικτὸ πρὀβληµα 
ανακαλύπτουμε την διατυπωσῆὴ του και µετὰ το λύνουμε, κἁτι που 
σπανιότατα γίνεται στην παραδοσιακὴ διδασκαλία. Αυτὸ ἦταν ἑναυσμα 
γόνιµης συζήτησης µε τους καθηγητὲς για την ποιοτικὰ διαφορετικἠ 
προσέγγιση που κἀνειτο δυναμικὀ λογισμµικὀ στην ἰδια την Γεωμετρία. 

ο Εκτὸς οπὀ τις εντυπωώωσιακὲς δυνατότητες των δυναμικών γεώμετρικὠν 
λογισμικών στα προβλήµατα γεωμετρικὠν τόπων, αυτὰ διαθέτουν Και 
δυνατότητα διερεύυνησης προβλημάτων μεγίστου Και ελαχίστου. Το 
συγκεκριµένο πρὀβληµα που αντιµετωπίσαμε, δεν εἶναι απὀ τα πιο 
εὐκολα (λ.χ. κανείς μαθητής δεν µπὀΟρεσε να σκεφθεί να βρει το 
συμμετρικὸὀ τµήµατος στην οπὀδειξη) ὁμώς η βοήθεια του λογισμικοὺ, 
τελικὰ δεν περιορίζεται στην εὑρεση της ορθὴς εικασίἰας για την 
διοτυπώση, αλλὰ ουσιαστικὰ βοηθὰ και στην απὀΟδειξη, ἐπειτα βεβαίως 
και απὀ σοβαρές ευωρετικές νὺξεις. Είναι γνὠστὸ, πως παρόμοια 
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προβλήµατα µε ακρὀτατα σε περιµέτρους εωθυγρὰμμών σχημάτων 
διαοπραγµατεύονται µε την τεχνικὴ της «ευθειοποίησηςο) και στην 
συγκεκριμένη τάξη δεν εἶχε λυθεἰ κἀποιο παρὀµοιο Θέμα ποτε. 
Αναγκαστικὰ, καθώς υπάρχει κίνηση και δυναμική µεταβολή των 
μεγεθών, ο µαθητῆς εµπλἐἑκεται σε απειροστικὲς λογικές, ενώ το ἰδιο το 
λογισµικο εκ σχεδἰασἠς του, µπορεἰ να συνδὲει στενότερα την κΚλασικὴ 
Ευκλείδεια µε τον Απειροστικόὀ λογισµμὀ. Αυτὴ η ιδιότητα, κατὰ τον 
Στυλιανὀ Νεγρεπὀντη, αποτελεί την εΚτών ων ουκ ἀνευ προῦπόθεση για 
την επιθἰῴση της διδασκαλίας της Ευκλείδειας Γεωμετρίας ὡς Λυκειακοὺ 
µαθήµατος, µε ὁσα θετικὰ ουτὸ συνεπάγεται Και στα οποία μάλλον 
συμφωῶώνεί η πλειονότητα της µαθημµατικῆς κοινότητας. 

Εφαρμογὲς ὅΌπως η διαπραγµατευθείσα, αναδεικνύουν και τον 
επιμελώς αποκρυπτὀµενο πειραματικὀ χαρακτήρα της Γεωμετρίας [5] ο 
οποίος πάντα υπήρχε απὀ την εποχἠ του Αρχιμήδη Και ἔχει αποτυπωθεί 
στην επιστολή του ιδἰου προς τον Ερατοσθένη [8]. Στην σύγχρονη 
εποχή, ὁὀπου µέσω τῶν νέων ποαιδαγωγικώὠν Θεωριών [Ανακαλυπτικὴ 
μάθηση, κονστρουκτιβισμὸς) η µαθημµατικἠὴ ανοκὀλυιψη έρχεται -ὁσο 
εἶναι δυνατὸν- Κοντὰ στον µαθητὴ , η αξία των δυναμικών υπερ- 
εργαλείων Γεωμετρίας εἶναι καταλυτικἠ Και δίνει στον µαθητὴ µια πρώτη 
μύηση στην έρευνα Και την μαθηματική ανακἀὀλυψη, η οποία για να 
παγιωθεὶ, περνὰ µέσα οπὸ αμφισβήτηση, εικασίες, διαψεύσεις απὸὀὸ 
αντιπαραδείγµατα, ονασκευὲς, επαναδιατυπώσεις κλπ. ὁπως εἶναι το 
υπόδειγμα της μαθηματικής ανακἀὀλυψης [5]. 

Είναι βέβαιον, ὁτι ο χαρακτήρας των δυναμικών λογισµικων Γεωμετρίας, 
διαφοροποιείται αρκετὰ Και ὡς προς το παιδαγωγικὀ και ὡς προς το 
διδακτικὀ σκέλος απὀ την κρατοὺσα πραγματικότητα τῶν Λυκείων, η 
οποἰα σε συνδυασμὸ µε το γνωστὸ ἕωλο επιχερηµα «αφοὺ δεν 
εξετάζεται γιατί να το διδὰξώ) δημιουργοὺν ἑνα Κλίμα απαξἰὠώὠσης των 
ΤΠΕ. Ο υπἀρχών προγραμματισµὸς της Πολιτείας µε την ολοκλήρωση 
της επιµὀρφώσης στο Β΄ επίπεδο τῶν καθηγητών [10], φαίνεται να 
αρχίζει να δρομολογεί την οριστκἠὴ ρήξη µε το παρελθὸὀν της 
παραδοσιακῆς διδασκαλίας. 
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Γιάννης Π. Πλατάρος Μ.εάι. Διδακτικής ὁ  Μεθοδολογίας των Μαθηματικών 


Γιατί ο πολλαπλασιασμός κλασμάτων, γίνεται 
όπως γίνεται 
(γιατί δήλ. πολλαπλασιάέουμε αριθμητή µε αριθμητή και παρονομαστή µε παρονομαστή: | 


Θέλουμε να εξηγήσουμε τον γνωστό κανόνα του πολλαπλασιασμού 
κλασμάτων . µιας και πουθενά στα σχολικά βιβλία ὃεν δίδεται κάποια 
ικανοποιητική εξήγηση , πέραν µιας εµπειρικής επαληθεύσεως 

Πρώτα πρέπει να γίνει κατανοητό, ότι : 


/ κ ΄” /” ” / / 

Όταν γράφουμε }µεκ, λε» , εννοούμε, ότι έχουµε πάρει µια µονάδα, την 
” 4 4 ” /” 4 ” | 
έχουµε χωρίσει σελ, ίσα µέρη. έκαστο των οποίων συμβολίζουμε µε π και 


έχουµε λάβει κτο πλήθος απὀ αυτά τα µέρη . Δηλ. 


{ 1 1 | . κ 
--Ἔπ- π- ..σ-Ξκ.----- (1) 
42143 λ λ 
Κτοπλήθος-- 
Κατά δεύτερο λόγο, πρέπει να εξηγηθεί η παρακάτω σειρά 
ισοδυναµιών. 
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Επίσης, ν. μω ν μ(2 υν.μων.μ 


Τα παραπάνω, μπορούν να εξηγηθούν και εποπτικά -γεωμετρικά µε χρήση 
εμβαδού ορθογωνίου ή (ειδικότερα) τετραγώνου πριν πάµε στο ορθογώνιο. Ας 
ξεκινήσει ο αναγνώστης µε ένα τετράγωνο πλευράς νε » και ας αναζητηθεί τι 


σηµαίνει το  ψ και µετι ισούται σύμφωνα µε την γεωμετρική εποπτεία. 


ΙΟ λόγος αυτού του μαθηματικού σχολίου. είναι το γεγονός τῆς µη ύπαρξης ικανοποιητικής εξήγησης για τον 
«κανόνα πολλαπλασιασμού κλασμάτων» σε κανένα διδακτικό βιβλίο Δημοτικού, Γυμνασίου ή Λυκείου. Επίσης, 
ὃεν υπάρχειλόγος να γίνει αυτό αντιληπτό στην στοιχειώδη Θεωρία Ομάδων ως άσκηση του τύπου 


(α οβ) -β” οα” µεταα, β στοιχεία µιας ομάδος 


ΜΗ ΜΑΟΗΜΑΤΙΚΑΛΑΩΗ. ΜΑΟΘΟΗΜΑΤΙΚ{Ν 


Γιάννης ΠΠ. Πλατάρος 


Περίληψη: Τα λάθη στα µαθήµατικά έχουν και γλωσσικό χαρακτήρα . Κακή 
απὀὀοοση τής ζἐνής ορολογίας αλλά και παραποίηση τής εντόπιας εἶναι οἱ ὁ9ύο 
κύριες πληγές . Οι ὁάσκαλοι των μαθηματικών οφείλουν να συμφωνήσουν 
στήν ὁιαπίστωσή των λαθών και να τα εζαλείψουν. 

Εισαγωγή: Τα µη µαθηµατικά λάθη των μαθηματικών συνίστανται σε 
λάθη ορθογραφικά, γραμµατικά (βαρβαρισμοί) συντακτικά (σολοικισμοί) 
εννοιολογικά (κακή µεταφορά-απόδοση τῆς ξένης ορολογίας) αλλά και 
σε παρανοήσεις από εξωμµαθηµατικές εκφράσεις . σε αδυναμία τῆς 
γλώσσας κ.ά. Κάποια μεμονωμένα λάθη ή και χαρακτηριστικοί 
αντιπρόσωποίτους είναι τα εξής: 

«Πραγματική Ανάλυση. µιγαδικό επίπεδο. πραγματική ευθεία. 
γραφικός υπολογιστής, γραφικό περιβάλλον . γραφική λύση» Οι 
εκφράσεις αυτές ὃεν στέκουν ορθά . αφού νοηµατικά πρόκειται 
αντιστοίχως για Ανάλυση πραγματικών, επίπεδο μιγαδικών, ευθεία 
πραγματικών, περιβάλλον γραφικών και λύση µε γραφική παράσταση 
Πρόκειται πιθανόν για οµοιότροπη απόδοση των Ἐοα] ἀαηα]γ5ις , Οοπιρ]εχ 
Ρρ]απο . Γ{6α] αχίς ., σταρῃιςα] «α]οι]αίοτ . σταρΏΙςα] 5ο]αίο. 

«Π ανάκλαση είναι γεώμετρικός μετασχηματισμό» . Όμως . ο 
«κατοπτρισμός» είναι γεώμετρικός μετασχηματισμός, αφού 
ανάκλασηξ(ανά Γκλάω) (ΞἙσπάω) και υποδηλώνει το «σπάσιμο» της 
ακτίνας φωτός , δηλ. την αλλαγή κατεύθυνσης. 

«Η ευθεία γζαχτβ . για α»θ ανεβαίνευ . Πρόκειται για αντιπρόσωπο 
τεράστιας κλάσης λαθών όπου για λόγους διδακτικούς ή εκλαϊκευτικούς 
χρησιμοποιούνται εξωµαθηµατικές εκφράσει. Ακόμα κι όταν 
χρησιµοποιηθεί η φράση «ανεβαίνει απὀ τα αριστερά προς τα δεξιά» . πάλι 
η έννοια της αὐξουσας συνάρτησης δεν εμπεδώνεται σωστά . αφού ο μόνος 
τρόπος να εμπεδωθεί σωστά µια έννοια . είναι να καλυφθεί πλήρως µε 
αντιπροσωπευτικά παραδείγματα και αντιπαραδείγµατα 

«Η πλειοψηφία των συναρτήσεων είναι ασυνεχείο . Αφού όµως οι 
συναρτήσεις ὃεν ψηφίζουν , πρέπει να ομιλούμε για πλειονότητα. Κι έτσι 
όµως, πρόκειται για απειροσύνολα , οπότε και η έννοια της πλειονότητας 
έχει προβλήµατα. Επίσης . οι προστακτικές των ρημάτων . είναι 


συχνότατα λάθη στον προφορικό λόγο . αλλά εσχάτως και στον γραπτὀ. 
Λένε και γράφουν «υπέγραψε». «ανέλυσε», «διέγραψε», «εξέφρασε», 
«περιέγραψε», κτλ. αντί για υπόγραψε . ανάλυσε, διάγραψε . έκφρασε . 
περίγραψε . Για παράδειγµα στο λογισμικό Αβάκιο (Π{4ρ:/9-5]αΐο.οίι.οι ) 
υπάρχει η εντολή Γο56ο «διάγραψε» (σε σωστή προστακτική) η οποία 
ὀημιουργεί αρκετά προβλήµατα και σε ενηλίκους χρήστες µιας και λογικά 
το λογισμικό ὃεν κατανοεί το «διέγραψε» 
Γραμμικά ανεξάρτητα ή γραμμικώς ανεξάρτητα; Φυσικά και οι δύο 
τύποι θεωρούνται ισότιμοι στην γλώσσα µας, αλλά η λέξη «γραμμικά» 
απομονωμένη, έχει δύο σημασίες. Μία ως ουσιαστικό και µία ως επίρρηµα.. 
ενώ η λέξη «γραμμικώςο) µόνο επιρρηµατική σημασία. Αυτό το 
πλεονέκτημα οδηγεί σε πρόκριµα χρήσης της επιρρηµατικής κατάληξης -ὡως 
Λάθη στα αριθμητικά: «Της µίας » . αντί της μιάς «τον έναν» αντί τον ένα 
, «τρακόσα») αντί για τριακόσια . «στις µίω) αντί στη µία «το τραίνο των 
µία» ή «το τραίνο τῶν τέσσερις) αντί το τραίνο της µιάς ή των τεσσάρων. 
Άλλα λάθη: «μεγενοθύνω» και «μεγένθυση» αντί μεγεθύνω και μεγέθυνση . 
«του εμβαδόν» αντί του εμβαδού (ευτυχώς σπάνιο λάθος) «παρανοµαστήο) 
αντί παρονοµαστής , «του μηδέν» αντί του μηδενός . «να διαβάσετε µέχρι 
την σελίδα 95» αντί να διαβάσετε µέχρι και την σελίδα 95 . «πιθανώ) αντί 
πιθανώς ἡή πιθανόν και βεβαίως το συχνό λάθος, όπου το ουσιαστικό 
«λάθος» χρησιµοποιείται ως επιθετικός προσδιορισμός και ομιλούµε για 
«λάθος λύση» «λάθος άποψη» . αντί για λανθασμένη λύση, λανθασμένη 
άποψη. Λέγεται ακόµη «ἨἩ ομάδα έχει σωθεί μαθηματικά» . αντί «έχει 
σωθεί πιθανοθεωρητικάὀ») . Ακόμη λένε «160 τα εκατό» αντί «10 τοις εκατό». 
Η ίδια φράση µπορεί να λεχθεί και ως «τα εκατό 10» έτσι όµως η έννοια 
συμπίπτει µε το 9050 (1).ΛΔέμε ακόµη «τρισδιάστατος χώροο . Όμως το 
σωστό είναι «τριδιάστατοςο) χωρίς «σ) όπως λέμε µονοδιάστατος, δι- 
ὁιάστατος . τρι-διάστατος τετρα-διάστατος πολώ-διάστατος . 
απειροδιάστατος. 

Συμπεράσματα: Γραμματικά λάθη, λανθασμένες αποδόσεις όρων, 
εξωµαθηµατικές εκφράσεις, υποδαυλίζουν την ίδια την διδασκαλία των 
μαθηματικών, καθώς αυτά υποβάλουν ένα συνεπές τέλειο υπόδειγμα . που 
έρχεται αντικειμενικά σε αντίθεση µε αυτά. Η ακριβολογία των 
μαθηματικών επιβάλει πρώτα απὀ όλα ακριβολογία στην γλώσσα γι αυτό 
και οἱ μαθηματικοί έχουν κατά κανόνα ιδιαίτερη ευαισθησία και σε αυτά. 
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